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  چکیده
 ممکن حالات تمام ۀفرضی مقابل در میانگین هاي بردارمرتب شدة  ۀفرضی آزمون

 است. در نظر گرفته شده متغیره- � هاي نرمال در جامعهروي بردارهاي میانگین 
 نیز و انسیکووار واریانس هاي ماتریس بودن  معلوم حالت براي آزمون مسئله این

مورد  باشند، برابر اما مجهول کاملاً انسیکووار واریانس هاي ماتریس که حالتی
 انسیکووار واریانس هاي ماتریس که وقتی براي است. شده گرفته بررسی قرار

 در اند و کران بالاي مقادیر احتمال به دست آمده محاسبه آزمون ةآمار باشند، معلوم
 آماره باشند، برابر و مجهول کاملاً انسیکووار واریانس هاي ماتریس که حالتی
محاسبه و توزیع  بسته محدب هاي مخروط روي متعامد تصاویر اساس بر آزمونی

سازي، مقادیر بحرانی در  است. با روش شبیه مدهآ دست بهتحت فرضیۀ صفر آن 
هاي کاربردي بررسی  اند. همچنین نتایج با مثال سطوح معناداري برآورد شده

  .اند شده
  
  کلیدي گانواژ

 ،چندمتغیره نرمال توزیع ،آمارة آزمون شده، مرتب ۀفرضی آزمون
  .بسته محدب مخروطسازي،  شبیه

  
 
 
 
 
 
 
 
 

Abstract 
Statistical hypothesis testing of ordered mean vectors 
Against all hypotheses on the means vector in 
multivariate normal distributions is considered. This 
problem of testing is investigated for known variance 
covariance matrices and unknown, but equal variance 
covariance matrices. When the covariance matrices 
are known, the test statistic is derived and upper 
bound of p-value is obtained. When the covariance 
matrices are completely unknown and equal, a test 
statistic based on the orthogonal projections on the 
closed convex cones is proposed and the null 
distribution of the test statistic derived. The critical 
values are estimated using simulation method. Also, 
the results are presented with application examples. 

  

Keywords 
Closed Convex Cone, Multivariate Normal 
Distribution, Ordered Means Hypothesis Testing, 
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  مقدمه
,��� کنید فرض ���, … ,  و تصادفی بردارهاي ���
 و �� مجهول میانگین هاي بردار با ، (�Σ,��)�� ،متغیره- � نرمال چگالی تابع داراي مستقل
� ،�Σ ناویژه انسیکووار واریانس ماتریس = 1, 2, … ,  ندآزمو ۀمسئل مقاله این در باشد. �

 فرضیۀ یکنواي
 ��: �� ≤ �� ≤ ⋯ ≤ ��  

  
 در روي بردارهاي میانگین ممکن حالات تمام مقابل در
,� هر براي که طوري به شده، گرفته نظر � = 1, 2, … , � ،�� ≤  نیامi که است معنی این به ،��

   هستند. منفی غیر میانگین هاي بردار مقادیر
 هستند، محدودیت داراي که هایی آزمون چنین
 ها محدودیت این شود. می نامیده شده محدود هاي آزمون
  باشند. مقابل ۀفرضی در یا صفر ۀفرضی در تواند می

 توزیع براي را مسئله این ،)1958( 1ایدن ون بار اولین
   قرارداد. بررسی مورد 2متغیره یک نرمال

��   شده  مرتب محدودیت با 3فرضیه آزمون مسئله وي ≤ �� ≤ ⋯ ≤  را ها محدودیت تمام مقابل در ��
 هاي ویژگی سپس و ارائه را 4آزمون آماره و گرفت نظر در
 آزمون ،)a1959( 5بارتولومو داد. قرار مطالعه مورد را آن

 مرتب هاي میانگین مقابل در میانگین هاي بردار تساوي
 قرار بحث مورد را متغیره یک نرمال جامعه � در شده
 را آن صفر فرضیه تحت 6توزیع و آزمون ةآمار وي داد.
 و معلوم انسیکووار واریانس هاي ماتریس حالت دو در

به  مجهول 7انسیکووار واریانس هاي ماتریس دیگر حالت
   ).b1959 بارتولومو، در بیشتر (جزییات است. آورده دست

                                                             
1. Van Eden  
2. Univariate Normal  
3. Hypothesis Test  
4. Test Statistic  
5. Bartholomew  
6. Distribution  
7. Covariance Matrices  

 با ها پارامتر برآورد براي شده استفاده روش واقع در
 هاي مجاور ادغام الگوریتم شده مرتب محدودیت
   بود. 8متجانس
 9شوراك مجهول میانگین هاي پارامتر با را مسئله این

 قرار بررسی مورد )1982( 10یاعو و کودو و )1967(
 با فرضیه آزمون مورد در بیشتر بررسی و بحث .اند داده
   )،1972( 11همکاران و بارلو را شده مرتب هاي قید

 13سن و واپول سیل و )1988( 12ویگمن و رابرتسون
)، 1978( ویگمن و رابرتسون .اند داده انجام )2005(

عۀ نرمال یک ممیانگین جا � طرفه کیآزمون فرضیۀ 
با روش  متغیره در مقابل این فرضیه که آمارة مربوطه را

با  آن رامحاسبه و سپس توان  14نمایی نسبت درست
آورده است. این مسئله آزمون توسط  به دستسازي  شبیه

بسط داده  چندمتغیره)، براي حالت 1980ساسابوچی (
  شده است.

 جامعه میانگین � تساوي آزمون )،1984( 15آندرسون
 محدودیتی که فرضیه این مقابل در 16چندمتغیره نرمال
 است. داده قرار مطالعه مورد ،نباشد ها میانگین روي

 را بارتولومو کار تعمیم )،1983( 17همکاران و ساسابوچی
 انسیکووار واریانس هاي ماتریس معلوم بودن فرض با

 در ها میانگین تساوي آزمون ةآمار آوردن به دست ضمن
 نرمال توزیع در شده مرتب هاي میانگین مقابل

متغیره −  نیز را الگوریتمی نمایی درست نسبت روش با �
 پیشنهاد دومتغیره همنواي رگرسیون برآورد ۀمحاسب براي

)، آزمون فرضیۀ 1990( 18ا و همکارانولاتونگک دادند.
مرتب شده را در نظر گرفته و براي حالتی  نبردار میانگی
قطري نباشند،  انسیکووارهاي واریانس  که ماتریس

ي آنها را مورد ساز هایی را پیشنهاد و با روش شبیه آزمون
                                                             
8. Pool-Adjacent Violators Algorithm  
9. Shorack  
10. Kudo and Yao  
11. Barlow et al.  
12. Robertson and Wegman  
13. Silvapulle and Sen  
14. Likelihood Ratio 
15. Anderson  
16. Multivariate Normal  
17. Sasabuchi et al.  
18. Kulatunga et al. 
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)، 1992. ساسابوچی و همکاران (مطالعه قرار دادند
 هریتمی را براي محاسبۀ رگرسیون همنواي چندمتغیروالگ
  اند. داده ارائه

افزار  اي را با نرم برنامه )،2007( 1ولاتونگاک و فرناندو
 چندمتغیره همنواي رگرسیون محاسبه فورترن براي

 تر بزرگ ابعاد براي را الگوریتم این ییگرا هم و پیشنهاد
 ند.بررسی کرد 2سازي شبیهروش  با پنج با عدد مساوي
 براي کلی چارچوب ارائه ضمن )،2012( 3هو و هنسوم

 براي الگوریتم یک ،چندمتغیره همنواي رگرسیون
  اند. کرده ارائه چندمتغیره همنواي رگرسیون محاسبه

)، آزمون فرضیۀ تساوي بردارهاي 2016بازیاري (
ها را با  شدة میانگین میانگین در مقابل فرضیۀ مرتب

هاي واریانس  فرض مجهول و نابرابر بودن ماتریس
در نظر گرفت. آماره آزمون را با استفاده از  انسیکووار

براي  آن رابوت استرپ محاسبه و نیز مقادیر بحرانی 
  سطوح مختلف معناداري محاسبه کرد.

مقاله حاضر در شش بخش به صورت زیر تنظیم شده 
  است:
 با ارتباط در هایی لم و تعاریف دوم، بخش در
که در ادامه مقاله مورد نیاز  بسته محدب هاي مخروط
فرضیۀ  آزمون ةآمار سوم، بخش در .شود می ارائههستند، 

مرتب شدة بردارهاي میانگین در مقابل فرضیۀ تمام 
متغیرهحالات بردارهاي میانگین در جامعۀ نرمال  −  با �

 اساس بر معلوم انسیکووار واریانس هاي ماتریس
همچنین  است. شده محاسبه بسته محدب هاي مخروط

  به دست آمده است.  4کران بالاي مقادیر احتمال
فرضیۀ  آزمون ةآمار ۀمحاسب ضمن ،چهارم بخش در

با  چندمتغیرهتوزیع نرمال مرتب شدة بردارهاي میانگین 
توزیع تحت و برابر،  مجهول انسیکووارماتریس واریانس 

آن آماره نیز به دست آمده است. همچنین با فرضیه صفر 
ح معناداري وسازي، مقادیر بحرانی در سط روش شبیه
 شده ارائهي ها لم اثبات پنجم، بخش دراند.  برآورد شده

                                                             
1. Fernando and Kulatunga  
2. Simulation  
3. Hansohm and Hu  
4. P-value 

در بخش ششم، نتایج  .است شده آورده در متن مقاله،
  اند. عددي بیان شده

  
 با ارتباط در اولیه نتایج و تعاریف
  بسته محدب هاي مخروط

 بسته محدب هاي مخروط ۀپای بر تعاریفی بخش این در
  است. شده آورده
) کنید فرض :1 تعریف , , )k ¢=x x x1 K و 

( , , )k ¢=y y y1 K بعدي هاي بردار −  فضاي در �
 مثبت معین ماتریس هر براي باشند. �×�� اقلیدسی

S دابعا با � ×  به �×�� فضاي در داخلی ضرب ،�
  صورت

,

( , , ) ,

k

i i i
i

k

k
k

n

n

n

-
S

=

-

-

¢< > =

æ öæ öç ÷¢ ¢ ç ÷= ç ÷ç ÷ç ÷è øè ø

å S

S
S

x y x y

y
x x

y

1

1

1 1
1

1 1

0
0

K M

  

L نرم همچنین شود. می تعریف
 فضاي در 0

,/ از: است عبارت �×�� اقلیدسی SS
=< >x x y 1 2.  

  
� هاي ماتریس براي :2 تعریف × �، � = � و ����� × �، � =  نماد با را آنها کرونکر ضرب (���)

A BÄ صورت به و دهند می نشان  

,
r

q qr

a B a B
A B

a B a B

æ ö
ç ÷

Ä = ç ÷
ç ÷
è ø

K

M O M

K

11 1

1

 

   شود. می تعریف
� هر براي ∈  با � لداخ � متعامد تصویر �×��

;��)�� نماد ;��)�� بنابراین ؛شود می داده نشان (�  �‖ عبارت که است اي نقطه (�  − �‖Λ را 
� ره براي ∈    کند. می مینیمم �

� اگر    ∈ ;�)�Λ ینابنابر ؛�  �) =   بود. خواهد  �
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 در غیرتهی مجموعه زیر یک � کنید فرض :3 تعریف
 گویند محدب مخروط یک را�  باشد. اقلیدسی فضاي
,� براي اگر � ∈ �, � ≥ 0, � ≥ �� آنگاه  0 + �� ∈  محدب مخروط یک را � همچنین .�
 یک ثانیاً و محدب مخروطی اولاً اگر گویند بسته

  باشد. بسته مجموعه
  بگیرید: نظر در را زیر بسته محدب هاي مخروط   

  

| , , , , ,

| , , , , ,

pk
k i

k

pk
i

k

c R i k

L R i k

ì üæ ö
ï ïç ÷= = £ £ Î =í ýç ÷
ï ïç ÷

è øî þ
ì üæ ö
ï ïç ÷= = Î =í ýç ÷
ï ïç ÷

è øî þ

μ
μ μ μ μ

μ

μ
μ μ

μ

1

0 1

1

1 2

1 2

M K K

M K

  

 روي محدودیتی هیچ � محدب مخروط تحت آن در که
 اجتماعی � محدب مخروط و نیست ها�� پارامتر بردار
p اقلیدسی فضاي در همنوا هاي ماتریس از kR   است. ´
  
,براي  کنید فرض :1 لم ,n = K1 2 ،  

, , ,nA n x R
ì üæ öï ï= £ £ - Îí ýç ÷

è øï ïî þ

x
x y x y

y
10 

  آنگاه: باشد.
, براي الف) ,n =1 2 K، �� محدب مخروط یک 
  است. R2 در بسته

, براي ب) ,n = 1 2 K، �� ⊂ ����  

, ج) ,
k

n
n

A
=

ì ü ì üæ ö æ öï ï ï ï= ³ ³ > £í ý í ýç ÷ ç ÷
è ø è øï ï ï ïî þ î þ

UU
x x

x y x y
y y

1
0 0 0 0  

  شود). مراجعه )2003 همکاران، و ساسابوچی( به :(اثبات
  
 واریانس ماتریس با آزمون ةآمار ۀمحاسب
 محدب هاي مخروط ۀپای بر معلوم انسیکووار
  بسته
 محدب هاي مخروط پایه بر آزمون ةآمار ۀمحاسب براي
 هاي بردار متعامد تصویر که است لازم ابتدا ،بسته

,�� بسته محدب هاي مخروط روي �� مجهول  به �

� هر براي شود. آورده دست  ∈ � یکتاي ماتریس �×�� ∈ ي که دارد وجود �� �برا ∈  رابطه رد ��
SS

* -£- yxxx کند. می صدق  
*x تصویر را x 0 داخلc با و شود می نامیده 
);( cxSp هر براي حقیقت در شود. می داده نشان 

pkRÎx،);( cixLp متعامد تصویر را x داخل 
0c بنابراین ؛شود می نامیده ( ; )i cpS x است اي نقطه 
L عبارت که

-x z هر براي را cÎz مینیمم 
   کند. می

 بسته محدب هاي مخروط برحسب آزمون ةآمار پس
,c L0 صورت به  
  

ˆ ˆ( ) ( )

[ ( , ) ( , )] [ ( , ) ( )]

( , ) ( , )

( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ,

k

i i i i i
i

k

i i i i i
i

T n

n c L c L

c L

c L c L

p p p p

p p

p p p p

-

=

-
S S S S

=

S S S

S S S S S

¢= - S -

¢= - S - -

= -

=< - - >

å

å

μ x μ x

x x x x

x x

x x x x

1

1

1
0 0

1
2

0

0 0

  
) آن در که است , , )n ¢=x x x1 K بردارهاي p- 
 از مستقل T توزیع و pkR اقلیدسی فضاي در بعدي
μ و S نماد با و است ( , )T Sμ شود. می داده نشان   

= تعریف با -z x μ که است بدیهی z داراي 
) توزیع , )pN S0 هر براي اینکه به توجه با .است 

cÎμ که 0c مخروط 0، ( , ) ( , )T TS = Sμ 0، 
  از: است عبارت آزمون آماره مقدار- p بنابراین

  
.

sup ( ( , ) )

( ( , ) ),

ob
c

ob

p value P T t

P T t
mÎ

- = S >

= = S >

μ

μ 0
  

  
) آماره شده مشاهده مقدار obt آن در که , )T Sμ .است  
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  احتمال مقدار بالاي کران
 تمام روي شده مرتب هاي محدودیت کنید فرض
 باشد. c0 بسته محدب مخروط داخل μ بردار هاي سطر
cÎμ سطر، امینh براي   و 0

  
{ }( , ..., ) | ,pk

h k i h jc R= = Î £μ μ μ μ μ1

  
, براي , ..,h p= 1   آماره 2
  

.( ) ( , ) ( , ) ,h h hT T c cp pS S S
= = -μ x x 2  

  
  .شود می پیشنهاد

  
  آنگاه: باشد، مثبت معین ماتریس M اگر :2 لم

) الف) , ) ( , )M M M MT M Mc M MLp p¢ ¢S S S
= -x x 2  

) ب) , ) ( , )h M M M M hT M Mc M Mcp p¢ ¢S S S
= -x x 2  

hT ج) T³  
  است.) شده داده 5 بخش در لم (اثبات

  
μ= دکنی فرض U و 0 MX= .آنگاه باشد  

  

)1(                   
  
 وضوح به )2( لم (ب) قسمت با )1( رابطه ۀمقایس با
) که است معلوم )h hT T U=. که آنجا از اما 

hT T³ بنابراین است؛ ( )hT U T³ است.   
) همچنین )E U = U و 0 IS  G اگر است. =

 AD تجزیه با بگیرید، نظر در متقارن متعامد ماتریس را

)/ از )G GS 12، /( )AD G G= S 1  A آن در که 2
 با مثلثی بالا ماتریس یک D و متعامد ماتریس یک

M کنید فرض است. مثبت قطري عناصر GDG= 
  آنگاه: باشد،

  

/ /

( ) ( )
( )( )( )
( )( )( )
( )( )( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) .

U MX M M GDG GDG
GD G G D G
GA AD G G D A AG
GA AD G G AD AG

GA G G G G G G AG I- -

¢ ¢S = S = S = S
¢= S

¢ ¢ ¢= S
¢ ¢= S

¢= S S S =1 2 1 2

  
) توزیع داراي U بنابراین آمارة , )pN I0 .است 

  پس:
  

( ( , ) ) ( ( , ) ) ( ( ) ).ob h ob h obp T t p T I t p T U tS > £ > = >0 0

  
obt شده مشاهده مقادیر براي احتمال  مقدار ،0<
  از: است عبارت
  

sup ( ( ) ) ( ( , ) ) ( ( , ) ) .ob ob h ob
c

p value p T t P T t P T t
m Î

- = > = S > £ S >μ
0

0 0

  
, براي بنابراین , ,h p=1 2 K، ( ( , ) )h obp T tS >0 

 رضیهف آزمون آمارهاحتمال  مقدار براي بالایی کران را
H0 مقابل در H1 شود. می تعریف  

  
 واریانس ماتریس با آزمون ةآمار ۀمحاسب
 هاي مخروط پایه بر مجهول انسیکووار
  بسته محدب
  صورت به μ̂ و x بردارهاي کنید فرض

  
ˆ

ˆ, ,
ˆ k

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷= =ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷
è ø è øk

x μ
x μ

x μ

1 1

M M  
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  صورت به T آماره شود. تعریف

  
ˆ ,

s
T = -μ x 2  

 
  آن در که شود، می پیشنهاد

 ( )( )ij ij ij iji j
S ¢= - -å å x x x x، ˆ ˆ( , , )kμ μ1 K 

) متغیره - p همنواي رگرسیون , , )kx x1 K با 
, هاي وزن , kn S n S- -1 1

1 K هاي مخروط اکنون .است 
  محدب

  
| , , , , ,

| , , , , ,

pk
k i

k

pk
i

k

c R i k

c R i k

ì üæ ö
ï ïç ÷= = £ £ Î =í ýç ÷
ï ïç ÷

è øî þ
ì üæ ö
ï ïç ÷= = Î =í ýç ÷
ï ïç ÷

è øî þ

μ
μ μ μ μ

μ

μ
μ μ

μ

1

0 1

1

1

1 2

1 2

M K K

M K

  
 محدودیتی هیچ c1 محدب مخروط تحت آن در که
 .بگیرید نظر در را ،نیست هاim پارامتر بردار روي

( ; )cp S x عبارت که است اي نقطه 
s

-x μ  را 2
cÎμ آن در که کند، می مینیمم ˆ و 0 ˆ( , , )kμ μ1 K 

 شود. می H0 فرضیه تحت چندمتغیره همنواي رگرسیون
  بنابراین
  

( , ) .s s
T cp= -x x 2

0  
  
: اگر kH = =μ μ1 1 K، آماره آنگاه T قالب در 
  شود. می بیان )1( قضیه

 مستقل T آماره توزیع H1 فرضیه تحت :1 قضیه
  است. μ0 از

  صورت به y تصادفی بردار :اثبات
  

,

k k

-æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷= = = -ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ ç ÷-è ø è ø è ø

y x μ μ
y x

y x μ μ

1 1 0 0

0 0

M M M  

  
 از مستقل y که است واضح بنابراین شود. می تعریف

μ0 توزیع داراي و بوده , i
p

i

N
n

æ öS
ç ÷
è ø
 طرفی از است. 0

  دیگر
  

( , )

( , ) .

s s

s s

T c

c

p

p

= -

= -

x x

y y

2
0

2
0

 

) چون , )s s
cp -y y 2

 است، μ0 از مستقل 0
. اگر ،است μ0 از مستقل T آماره توزیع بنابراین =μ 0، 
 ۀمسئل حل براي .است S از مستقل نیز T توزیع آنگاه
  آزمون ةآمار

  
ˆ( ) ,

k

i i i
i

T n
s =

= -å x μ 2
1 1

111

1
 

  
ˆ آن در که شود، می معرفی ˆ( , , )ikjμ μ

11
K 

, متغیره یک همنواي رگرسیون , kx x11 1K هاي وزن با 
, , kn n1 K .بسته محدب مخروط هستند c2 نظر در را 

  بگیرید:
  

| , , , ,..., .pk
k i

k

c R i k
ì üæ ö
ï ïç ÷= = £ £ Î =í ýç ÷
ï ïç ÷

è øî þ

μ
μ μ μ μ

μ

1

2 11 1 1 2M K

 
T ةآمار آنگاه   صورت به *

  
( , ) ,s s

T cp* = -y y 2
0  
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  شود. می تعریف
 هر براي باشد، pkRÎx کنید فرض :3 لم
p ماتریس p´ ناویژه B داشت: خواهیم  
  

( , ) (( ) , ( ) ( ) ) .B B k k k B B
c I B X I B c I Bp p ¢L L ¢L L

- = Ä Ä - Äx x x

  
T توزیع H1 ۀفرضی تحت :4 لم  μ0 از مستقل *

  باشد. می S و
  (اثبات این لم در بخش پنجم مقاله آورده شده است.)

پرداز  ) بازیاري و چینی1.3بنابراین با توجه به قضیۀ (
 فرضیه مقابل در H0 فرضیه آزمون براي)، 2012(

H H-1   همواره  داريامعن سطح در 0
  

.

.

, ,

, ,

,

supsup ( ) sup ( )

sup ( ) sup ( )

sup( ).
p

H
H

o

o I

p T t p T t

p T t p T t

T t

m m

m

a S Î S
S S

S S
S S

= ³ = ³

= ³ = ³

= ³

1

v

  
  سازي مقادیر بحرانی آماره آزمون شبیه

سازي برآورد  آزمون با روش شبیه ةمقادیر بحرانی آمار
 T* ةاند. براي محاسبه آن، کافی است مقدار آمار شده

سازي،  محاسبه شود. در این شبیه pI=Sو  μ=0براي 

åتعداد 
=

=
k

i
inn

)0,(داده از توزیع نرمال  1 IN p  تولید و
 20000محاسبه شده است. این فرآیند  T* ةمقدار آمار

شود. فرآیند قبل را  برآورد می aبار تکرار شده و مقدار 
 به دستعدد  10بار تکرار کرده و میانگین  10به تعداد 
گیریم. در  در نظر می aبرآوردي براي  عنوان بهآمده را 

داري سطوح معنا سازي این شبیه
0500250010 /,/,/=a  .در نظر گرفته شده است
بعد جامعه و تعداد جوامع مورد نظر  نیهمچن

),,( 43 == kp،),,( 54 == kp  و

knnn === L21 ،ki ,,, K21=  است. مقادیر
  .است  آورده شده 1بحرانی برآورد شده در جدول 

  

  
با افزایش ، مشخص است که 1هاي جدول  از داده
مقدار بحرانی آزمون در حال کاهش  داريسطح معنا

  است.
  

  ها لم اثبات
 ضرب تعریف از استفاده با الف) قسمت ثباتا :2 لم اثبات
 است، مثبت معین ماتریسی M اینکه به توجه با و داخلی
) بردارهاي براي , , )kA A A= 1 K و 

( , , )kB B B= 1 K :داریم  
  

,

, .

k

M M i i i
i

k

i i i
i

MA MB n A M M M B

n A B A B

- - -
¢S

=

-
S

=

¢ ¢< > = S

¢= S =< >

å

å

1 1 1

1

1

1

  

  
  همچنین

( , ) ( , )

( , ) ( , ) .M M M M M M

T c L

M c M L

p p

p p

S S S

¢ ¢S S ¢S

= -

= -

x x

x x

2
0

2
0

  

a

 برآورد مقادیر بحرانی آماره آزمون .1جدول 

knnn === L21 
a  k 5n0= 10n0= 15n0= 
01/0 3  4 87/3 54/4 84/1 
 4 5 65/4 21/3 77/0 

025/0 3 4 09/2  21/1  13/1 
 4 5 66/1  85/0 53/0 
05/0 3 

4 
4 
5  

12/1  
54/0 

66/0 
62/0 

09/0 
46/0 

p
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 ،c بسته محدب مخروط هر براي که است واضح

( , ) ( , )M c M Mcp pS- S =x x .نتیجه در است  
  

.( , ) ( , ) .M M M M M M
T M c M Lp p¢ ¢S S ¢S

= -x x 2  
  

  است. الف قسمت مشابه (ب) قسمت اثبات
  شود داده نشان باید ابتدا (ج): قسمت اثبات

  
)2(    

  
) آن در که , ) ( , )hu c cp pS S S=< - >x x

0
 

   است.
, کنید فرض , , ,i i kJ =1 2 K برآوردگر 
 ،hc بسته محدب مخروط روي پارامترهاي
, , ,h p=1 2 K ،راست سمت عبارت بنابراین باشد 

  صورت به )2( رابطه
  

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ

k k k

i i i i i i i i i i i i i i
i i i

k k k k

i i i i i i i i i i i
i i i i

k k

i i i i i i i i i i i
i i i

n n n

n n n n

n n n n

J J J

J J J

- - -

= = =

- - - -

= = = =

- - -

= = =

¢ ¢ ¢- S - + - S - + - S -

¢ ¢ ¢ ¢= S - S - S + S

¢ ¢ ¢ ¢+ S - S - S +

å å å

å å å å

å å

μ x μ x x x μ x μ

μ μ μ x x μ x x

x x x x

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

2

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ( ) ( ) ( , ) ( , ) ,

k k

i
i

k k k k

i i i i i i i i i i i i
i i i i

k k k

i i i i i i i i
i i i

k

i i i i i h h
i

n n n n

n n n

n c c T

J

J J

J J J

J J p p

-

=

- - - -

= = = =

- - -

= = =

-
S S S

=

S

¢ ¢ ¢ ¢+ S - S - S + S

¢ ¢ ¢= S - S + S

¢ ¢= - S - = - =

å å

å å å å

å å å

å

μ x μ x x x

μ μ μ

μ μ x x

1

1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

21
0

1

2 2 2 2

2

  
  طرفی از شود. می نوشته

  
ˆ( ) ( )

( , ) ( , ), ( , ) ( , ) .

k

i i i i i
i

h

u n

c L L c

J

p p p p

-

=

S S S S S

¢= - S -

= < - - >

å μ x x

x x x x
0

1

1
  

  

  شود). مراجعه ،)1971 ،1زرانتونلو( 1- 1 لم (به
) همچنین , )cp*

S=x x اگر فقط و اگر  
  
 , ,c* *

SÎ < - > =x x x x 0   
  
, و B*

S< - > ³x x B هر براي 0 cÎ، 
  داشت: خواهیم بنابراین
  

.

.

ˆ ˆ( ) ( )

( , ) ( , ), ( , )

( , ) , ( , ) ,

k k

i i i i i i i i
i i

h

i h

u n n

c L c

c c

J

p p p

p p

- -

= =

S S S S

S S S

¢ ¢= - S - - S

= < - - >

=< - - > ³

å åμ x x μ x

x x x

x x x

1 1

1 1

0
  

hT شود می جهینت )1( رابطه به توجه با T³، و 
  .شود می کامل اثبات

 قبل مانند یتصادف بردار y کنید فرض :4 لم اثبات
  آنگاه شود، تعریف
  

( , ) ,s s
T cp* = -y y 2

2 

  
T توزیع که است واضح  است. μ0 از مستقل *

p ماتریس W کنید فرض p´ با باشد، متعامدي 
 )،2003 ،همکاران و ساسابوچی( )5- 1( لم از استفاده
  داریم: c2 بسته محدب مخروط براي

  
/( ) ) ,kI W c c-Ä S =1 2

2 2 

  
  )3( لم از استفاده با

  

                                                             
1. Zarantonello  
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( ) / / / /

/ / /( ) ( ( )) ,( ( )) .k k kW s W W s W
T I W I W I W cp - - - -

* - - -
¢S S ¢S S

= Ä S - Ä S Ä Sy y12 12 12 12
1 2 1 2 1 2

2

  
  صورت به را z بردار حال
  

( )
/

/

/

,k

k k

W
I W

W

-

-

-

æ öSæ ö
ç ÷ç ÷= = = Ä Sç ÷ç ÷

ç ÷ ç ÷CSè ø è ø

z y
z y

z y

1 2
1 1

1 2

1 2
M M

  
/ اگر بگیرید. نظر در /S W S W* - - ¢= S S1 2 1  با ،2
 )2003 ،همکاران و ساسابوچی( )3- 1( لم به توجه

  داشت: خواهیم
  

( , ) .s s
T cp* = -z z 2

2  
  
, هاي متغیر که آنجا از ,

ii inx x1 K هم از مستقل 
, بنابراین هستند، , kz z1 K هستند. مستقل هم از نیز 

S دیگر طرفی از  ویشارت توزیع داراي *
( , )pW n k I- و باشد می iz توزیع داراي 

, p
p

i

I
N

n
æ ö
ç ÷
è ø
0، , ,i k=1 K ،آماره بنابراین است T * 

  است. S از مستقل
  

  هاي عددي مثال
 ۀهاي عددي کاربرد آزمون فرضی این بخش، با مثالدر 

هاي مرتب شده، یکی براي حالتی که  میانگین
معلوم و دیگري براي  انسیکووارهاي واریانس  ماتریس

مجهول  انسیکووارهاي واریانس  وقتی که ماتریس
  شده است.  ارائهباشند، 

)فرض کنید  .1مثال  )2511211 ,,,, XXX K ،
( )2522221 ,,,, XXX K ،( )2533231 ,,,, XXX K  و

( )2544241 ,,,, XXX K  بردارهاي تصادفی داراي

هاي  هاي نرمال چهار متغیري به ترتیب با میانگین توزیع
و نیز ماتریس واریانس  4μو  1μ ،2μ ،3μبه ترتیب 

  انسیکووار
  

,

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=S

8000
0900
0050
0007

  
  

  از: اند عبارتها  باشند. بردارهاي میانگین داده
  

.),,,(
,),,.,(
,),.,,.(

,),,,(

¢=

¢=

¢=

¢=

6171011
101341015
75169513

616812

4

3

2

1

X
X
X
X

 
  

 ةمرتب شد ۀهدف آزمون کردن فرضی
,: kH μμμ £££ L210 
  
ممکن  حالاتتمام این فرضیه که شامل مقابل  در

ها،  توجه به دادهروي بردارهاي میانگین است. با 
متغیره بردارهاي میانگین رگرسیون همنواي چند

  از: اند عبارت
  

.),,/,/(ˆ
,),/,/,/(ˆ

,),/,,/(ˆ
,),/,,(ˆ

¢=

¢=

¢=

¢=

817210812
8215210812

72159812
6215812

4

3

2

1

μ
μ
μ
μ

    
  

  همچنین
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.

/
/

/
/

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=S-

1250000
0111000
00200
0001420

1

  
خواهد  T=/6615بنابراین آماره آزمون مقدار 

، چون a=/050داري در سطح معنا شد.
63715/>T شود. است، بنابراین فرضیه صفر رد می   

هاي انجماد دریاچه مندوتا در کشور  داده .2مثال 
سال از کتاب بارلو  111) براي LakeMendotaآمریکا (

) کتاب مورد نظر 1.5) در جدول (1972و همکاران (
  است. 

) و کودو و 1972بر اساس بارلو و همکاران (
 چندمتغیرههاي داراي توزیع نرمال  ) داده1981همکاران (

im ،11121با بردارهاي میانگین  ,,, K=i  و
  مجهول و برابر هستند.  انسیکووارهاي واریانس  ماتریس

 10هاي  کارگیري نتایج مقاله حاضر، دادهه براي ب
ه سال اول را در نظر گرفته و بردارهاي میانگین آنها را ب

  کنیم: زیر تعریف می صورت
  

.,,

,,

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

110

10
10

13

3
3

12

2
2

11

1
1

m
m

m
m

m
m

m
m

μμ

μμ

K

  
  

  صورت فرضیه صفر عبارت است از: در این
  

î
í
ì

£££
£££

,
:

1101211

1021
0 mmm

mmm
K

K
H

  
  

ممکن  حالاتتمام این فرضیه که شامل مقابل  در
ها و رگرسیون  روي بردارهاي میانگین است. داده

  از: اند عبارتهمنواي آنها به ترتیب 
  

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

49222719232636163721
152533921141521325

Data

   
  و

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

494103410341034103410341034103410321
3733733731515229229340340340

////////
////////

BIR

  
مقدار عددي  k=10  و p=2آماره آزمون با 

04140/=T 050داري است. در سطح معنا/=a ،
است، بنابراین فرضیه صفر رد  T>/9690چون 
  شود. نمی
  

  گیري نتیجه و بحث
بردارهاي  ةمرتب شد ۀآزمون فرضیدر این مقاله، 

حالات ممکن روي میانگین در مقابل فرضیه تمام 
در متغیره -pهاي نرمال  در جامعه بردارهاي میانگین

  . نظر گرفته شد
هاي واریانس  حالت معلوم بودن ماتریس آزمون براي

هاي واریانس  و نیز حالتی که ماتریس انسیکووار
  . شدبررسی برابر باشند،  وکاملاً مجهول  انسیکووار

 انسیکووارهاي واریانس  براي وقتی که ماتریس
هاي محدب  مخروط بر اساسمعلوم باشند، آماره آزمون 

مقدار  آزمون جدیدي براي محاسبه ة، آمارمحاسبه بسته
   .آزمون پیشنهاد شد ةآماراحتمال 

 انسیکووارهاي واریانس  که ماتریس براي وقتی
برابر باشند، آماره آزمونی بر اساس  وکاملاً مجهول 

دست ه بهاي محدب بسته  تصاویر متعامد روي مخروط
شد. نتایج  همحاسبو توزیع تحت فرضیه صفر آن  آمد
  هاي عددي بررسی شدند. شده در مقاله با مثال ارائه
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سردبیر محترم نشریۀ  از نویسندگان تشکر: و تقدیر
 خاطر هب محترم داورانو » گسترة علوم آماري«

  دارند. را تشکر نهایت ارزشمندشان هايپیشنهاد

  
  منابع

[1] Anderson, T. W. (1984). An Introduction 
to Multivariate Statistical Analysis. 2nd 
edition, John Wiley, New York. 

[2] Barlow, R.E., Bartholomew, D.J., 
Bremner, J.M. and Brunk, H.D. (1972). 
Statistical Inference under Order 
Restrictions:  The Theory and Application 
of Isotonic Regression. New York: John 
Wiley. 

[3] Bartholomew, D.J. (1959a). A test of 
homogeneity for ordered alternatives. 
Biometrika, 46, 36-48. 

[4] Bartholomew, D.J. (1959b). A test of 
homogeneity for ordered alternatives II. 
Biometrika, 46, 328-335. 

 [5] Bazyari, A. (2012). On the Computation 
of Some Properties of Testing 
Homogeneity of Multivariate Normal 
Mean Vectors against an Order 
Restriction. METRON, Italian 
International Journal of Statistics, 70(1), 
71-88. 

[6] Bazyari, A. and R. Chinipardaz (2012). A 
Test for Order Restriction of Several 
Multivariate Normal Mean Vectors against 
all Alternatives when the Covariance 
Matrices are Unknown but Common. 
Journal of Statistical Theory and 
Applications, 11(1), 23-45. 

[7] Bazyari, A and Pesarin, F. (2013). 
Parametric and Permutation Testing for 
Multivariate Monotonic lternatives. 
Statistics and Computing, 23, 639–652. 

[8] Bazyari, A. (2016). Bootstrap Approach to 
Test the Homogeneity of Order Restricted 
Mean Vectors when the Covariance 
Matrices are Unknown. DOI: 
10.1080/03610918.2016.123, Accepted for 
Publication in Communications in 
Statistics, Computation and Simulation. 

[9] Fernando W.T.P.S. and Kulatunga D.D.S. 
(2007). On the computation and aome 
application of multivariate isotonic 
regression.  Computational Statistics and 
Data Analysis, 52, 702-712. 

[10] Hansohm J. and Hu X. (2012).  A 
convergent algorithm for a generalized 

multivariate isotonic regression problem. 
Statistical Papers, 53, 107-115. 

[11] Kudo A. and Yao J.S. (1982). Tables for 
testing ordered alternatives in an analysis 
of variance without replication. 
Biometrika, 69(1), 237-238. 

 [12] Kulatunga, D.D.S., Inutsuka, M. and 
Sasabuchi, S. (1990). A Simulation Study 
of Some Test Procedures for Testing 
Homogeneity of Mean Vectors against 
Multivariate Isotonic Alternatives. Tech. 
Rep., Tokuyama Univ., Japan. 

[13] Robertson, T. and Wegman, E.T. (1978). 
Likelihood ratio tests for order restrictions 
in exponential families. Ann. Statist., 6(3), 
485-505. 

[14] Robertson, T., Wright, F.T. and Dykstra, 
R.L. (1988). Order Restricted Statistical 
Inference. New York: John Wiley. 

[15] Shorack, G.R. (1967). Testing against 
ordered alternative in model I analysis of 
variance: normal theory and 
nonparametric. Ann. Math. Statist., 38, 
1704-1753. 

[16] Sasabuchi, S. (2007). More powerful 
tests for homogeneity of multivariate 
normal mean vectors under an order 
restriction. Sankhya , 69(4), 700-716. 

[17] Sasabuchi, S., Inutsuka, M. and 
Kulatunga, D.D.S. (1983). A multivariate 
version of isotonic regression. Biometrika, 
70, 465-472. 

[18] Sasabuchi, S., Inutsuka, M. and 
Kulatunga, D.D.S. (1992). An algorithm 
for computing multivariate isotonic 
regression. Hiroshima Math. J., 22, 551-
560. 

[19] Sasabuchi, S., Kulatunga, D.D.S. and 
Saito, H. (1998). Comparison of powers 
some tests for testing homogeneity under 
order restrictions in multivariate normal 
means. Amer. J. Mathemat. Management 
Sci., 18, 131-158. 

[20] Sasabuchi, S., Tanaka, K. and Takeshi, 
T. (2003). Testing homogeneity of 
multivariate normal mean vectors under an 
order restriction when the covariance 



 1395 پاییز و زمستان، اول، شماره دوم، سال گسترة علوم آماريفصلنامه دو   42

 

matrices are common but unknown. Ann. 
Statist., 31(5), 1517-1536. 

[21] Silvapulle, M.J. and Sen, P.K. (2005). 
Constrained Statistical Inference: 
Inequality, Order, and Shape Restrictions. 
New York: John Wiley. 

[22] van Eeden, C. (1958). Testing and 
Estimating Ordered Parameters of 

Probability Distributions. Ph.D. Dissert. 
Univ. Amsterdam, Amsterdam, the 
Netherlands. 

[23] Zarantonello, E.H. (1971). Projection on 
Convex Sets in Hilbert Space and Spectral 
Theory. New York: John Wiley. 

 

  


