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  چکیده
 نوع فورمل- لودرز و دلاپورت هاي مدل معرفی به ابتدا مقاله این در
 هاي یعتوز عنوان به اه مدل این سپس .شود می رداختهپ اول

 مرتبه مقدار صحیح خودبازگشتی فرایندهاي براي ایستا اي حاشیه
 ادامه در .گیرند می قرار بحث مورد و شده گرفته نظر در اول

 بررسی مورد بالاتر مراتب مقدار صحیح خودبازگشتی فرایندهاي
 زمان رگرسیونی، رفتار قبیل از مختلفی هاي ویژگی .شوند  می واقع

 رتبهم مقدار صحیح خودبازگشتی هاي مدل رايب و... پذیري معکوس
 و گرفتهقرار بررسی مورد شده ذکر اي حاشیه هاي توزیع با اول

 ها مدل این اي نمونه مسیرهاي مطالعه براي سازي شبیه مطالعات
 به ،شده برآورد ،مدل پارامترهاي نیز نهایت در است. گرفته صورت
  .دشون یم مقایسه مدل دو این واقعی داده سري یک کمک

  
  کلیدي گانواژ
 فرایندهاي اول، نوع فورمل- لودرز توزیع دلاپورت، توزیع

  اول. مرتبه مقدار صحیح خودبازگشتی
 
 

 
 

Abstract 
This paper first introduces Delaporte and first type 
Luders Formel models. Then these models are 
considered as stationary marginal distributions for 
first-order integer – valued autoregressive 
processes. After that, the higher order integer - 
valued autoregressive processes are considered. 
Various features of these models such as 
regressive behavior, time reversible and etc. are 
studied. Also Simulation studies for study of 
sample paths in these models were done. Finally, 
the model parameters were estimated and the two 
models are compared via a real data set. 
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  مقدمه
هاي زمانی  هاي آماري گاهی با سري بندي داده مدل در

کنیم که حفظ ماهیت صحیح  شامل اعداد صحیح برخورد می
ها مهم است. بسیاري از متغیرهاي سودمند  بودن داده

  مقدار هستند.  -(نامنفی) صحیح 
انی گسسته مقدار هاي زم از جمله مواردي که در سري

شویم تعداد وقایع یا تعداد اشیا  نامنفی که با آن مواجه می
تواند بروز تصادفات، قربانیان جرم و  است. تعداد وقایع می

غیره  ها و ها، انتقال پیام جنایت، شناسایی خطاها، بیماري
  .باشد

ریزي شهري،  ها در مطالعات مربوط به برنامه این مدل
 حشرات و غیره کاربرد دارند.سازي ریسک، رشد  مدل

هاي زمانی صحیح مقدار در بسیاري از مفاهیم  سري
عنوان شمارشگر پیشامدها در فواصل زمانی  معمولا به

گیرند. ثابت شده که این  مشخص مورد مطالعه قرار می
در فرایند پواسون بسیار مفیدند اما در بسیاري  ژهیو ها به مدل

پراکنش نیست (میانگین و  زمانی هم هاي از موارد که سري
دادهاي شمارا . واریانس برابر نیستند) کارایی لازم را ندارند

تواند  در بیولوژیک کاربردهاي متعددي دارند و اغلب می
توسط یک توزیع پواسون، که در آن میانگین و واریانس 

  سازي شود.  یکسان هستند مدل
با این حال، در شرایطی که یک همبستگی مثبت در 

طور قابل ه حوادث وجود دارد، تغییر مشاهده شده ب وقوع
توجهی بیشتر از میانگین است و تعمیمی از مدل پواسون 

پراکندگی   سازي داده شمارا با بیش تر است. براي مدل مناسب
منفی  يا یک مدل مشهور و در دسترس توزیع دوجمله

هایی از  گسسته که تعمیم  مقاله دو توزیع است. در این
هاي شمارا  اي گسسته رایج هستند و براي دادهه توزیع

هایی از این  کنیم و ویژگی می مناسب هستند را معرفی 
  کنیم.  ها را در قالب قضیه بیان می توزیع

مقدار با این -هاي خودبازگشتی صحیح در ادامه مدل
اي فرایند را  هاي حاشیه توزیع عنوان  هاي گسسته به توزیع

ها را با استفاده  ه نوآورهاي این مدلبیان کرده و توزیع دنبال
واص تابع مولد احتمال و قضایاي مختلف، براي تولید خاز 

سازي  ایم. در آخر نیز با استفاده از شبیه فرایند به دست آورده
ها پرداخته و در نهایت  هاي این مدل به بررسی ویژگی

هاي واقعی خاصی که از نوع  الگوي مورد مطالعه براي داده
 .شود ي زمانی شمارشی هستند به کار برده میها سري

  

 اول نوع فورمل- لودرز توزیع
 پواسونهاي  توزیع پیچش از اول نوع فورمل- لودرز توزیع
 هایی متغیراین توزیع از  آید. می  دست به سه و دو یک، نوع

  هاي پارامتر با بیبه ترت
         �� =  �  (1 +  � )  ,  �� = � �2(1 +  �)�    , 

 �3 = � �  33(1 +  �) 3  , �� = � ��k(1 +  �)k , …. 
 پیچش این براي احتمال مولد تابع درنتیجه .آید به دست می

  است: زیر صورت به
  �(�) = ��� ��� � � �1 + ���

���
�� − 1� � 

        = [1 + � − ��]��� . 
 

 به اول نوع فورمل- لودرز توزیع احتمال جرم تابع
  است: زیر صورت
       �(�) = �(� = �) 

        = ∏ (����)������ �! (1 + �)�������                   , β > 0, � ∈ (0,1). 
 

, �)��، با را اول فورمل-لودرز توزیع  نشان  ( �
 دهیم. می 

 خود ،گسستهاول نوع فورمل-لودرز توزیع: 1قضیه
  است. پذیر تجزیه

  
 با اول مرتبه مقدار صحیحی خودبازگشت فرایند
   ((�)������) اول نوع فورمل-لودرز اي حاشیه توزیع

  
�|��} دنباله ((1)����)) اول مرتبه مقدار صحیح خودبازگشتی فرایند(. 1تعریف ≥ ي رهایمتغ از {1
  بگیرید، رنظ در را نامنفی مقدار صحیح تصادفی
 اول مرتبه مقدار صحیح خودبازگشتی فرایند یک �� فرایند
� هر براي اگر شود می گفته ≥  زیر بازگشتیۀ رابط در ،1
 کند. صدق



  69مقدار صحیحزمانی  هاي بررسی و کاربرد دو مدل سري:آیین رسول روزگار، مرضیه نیک

  

�� = � ∗ ���� + ��.                                      )1(   
 

�  احتمال مولد تابع داد نشان توان می سادگی به ∗ ����، ��(1 − � + . است    (��  � ∈ γ    فرایند، ضریب (0,1) ∗ X��� و ε� و اند مستقل { εn} است نوآور دنباله.  
توان با  را می 1عبارت تحت فرض ایستاي اکید،   

  نوشت: ریجملاتی از تابع مولد احتمال به صورت ز
  ��(s) = ��(1 − � + ��)G�(�),−1 ≤ � ≤ 1, � ∈ (0,1). 

  اینکه به با توجه
  ��(�) = ��(1 − �) = �[(1 − است،  [�(�
با جملاتی از تابع مولد احتمال متناوب به صورت زیر  رابطه 

  شود: بازنویسی می
  A�(s) = A�(γs)A�(s), ∀� ∈ (0,1). 

 
را در نظر بگیرید. هدف به  )1(فرایند خودبازگشتی 

داراي  {��}طوري که   است، به {��} دست آوردن توزیع
اي فرایند  عنوان توزیع حاشیه فورمل نوع اول به-لودرزتوزیع 

.)� � ایستا باشد. .)� �و  ( را به ترتیب تابع مولد احتمال متناوب   (
در نظر بگیرید. تحت فرض  nεو  Xnمتغیر تصادفی 

(�)��  :آوریم که ایستایی فرایند از به دست می = ��(�)��(��) 

            = �1 + ���1 + �� ��� 

            = �� + (1 − �) 11 + �����. 
  

-آن داراي تابع مولد احتمال فوق باشد را فرایند لودرز {��} بنابراین فرایند خودبازگشتی که دنباله نوآورهاي
مبستگی مرتبه اول ه ضریب خود فورمل نوع اول گوییم.

 نوآور است. {��}فرایند و 

  
 

  LFINAR)1( فرایندهاي گشتاورهاي
  توان با توجه به روابط زیر: به راحتی می

            ��(�) = ��(1 − �), �΄(1) = � ��(� = �) = �(�)� , 
�˝(1)= � �(� − 1)�(� = �) = ���(� − 1)�.�  

گی، ضریب کشیدگی متغیر امید، واریانس، ضریب چول
(�ϵ)�              را به ترتیب به دست آورد: nε تصادفی  = β(1 − ρ), ���(��) = β(1 − ρ)[� + �� + 1], �= − (2�2�2 + 3�� + 2��2 + 3� + 2�2 + 1)2β(� + �� + 1)2(�2� + � − � − 1) . 

ξ= (−6�2ρ2 − 6�2 + 3β�ρ2 − 6�ρ − 3β� − 6� + 3βρ − 3β— 1)β(ρ2� + ρ − � − 1) . 
 

داراي توزیع دلخواه باشد، فرایند  �� اگر. 1 تذکر
فرایند مارکوف ایستاي مجانبی با توزیع   خودبازگشتی 

 فورمل نوع اول است.- اي لودرز   حاشیه
  توان به صورت زیر نوشت: را می )1(فرایند   برهان.

  �� = ρ ∗ ���� + ��       = �� ∗ �� + � �� ∗���
��� ����. 

عبارت فوق را برحسب تابع مولد احتمال متناوب 
  نویسیم: می

  ���(s) = ���(ρ�s) � ���(ρ�)������  

= ���(ρ�s) � �1 + ρ���ηs1 + ρ�ηs ���������  

→  � 11 + ηs�βη          n → ∞. 
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داراي توزیـع   �� دهنده این است که اگـر  که این نشان
دلخواه باشـد، فراینـد مـارکوف ایسـتاي مجـانبی بـا توزیـع        

  فورمل نوع اول است.-اي لودرز   حاشیه
چون تابع مولد احتمال یکتاست با استفاده از تبدیل معکوس 

,����)توزیع توأم   د.توان به دست آور را می (��
  

    :اي هاي مسیر نمونه رفتار رگرسیونی و ویژگی
 معادله رگرسیونی پیشرو براي فرایند مطرح شـده در بخـش   
����|��)�  به صورت زیر است ) 1( = �)= �(� ∗ ���� + ��|���� = �) 

      = �� +  �(��|���� = �) 

      = �� + (1 − ρ)β. 
����|��)���  آید به صورت زیر به دست میو واریانس شرطی  = �)= ���(� ∗ ���� + ��|���� = �)            = ρ(1 − ρ)�.                                +�(1 − �)[� + ρη + 1]. 

 ���� و  ��در مسیر پسرو از تابع مولد احتمال توأم 
) 1،1987(لاورانسده توسط شروع کرده و نتایج به دست آم
دهیم. با فرض ایستایی تابع  را مرحله به مرحله انجام می

به صورت زیر حاصل  ����و  ��مولد احتمال توأم 
   شود: می

 G��,����(s�, s�) =  ��(��)G�(��(1 − � + ���))��(���) . 
 

و قرار دادن  �� عبارت فوق نسبت بهگیري از  با مشتق �� = �� و 1 =   داریم: �
  G��,����(s�, s�) = �(�������∗�������)                               = �����(��)G��(s�)                                    G��(1 − ρ + ρs�)                               = �����(��)�(������) 

                                                             
1. Lawrance 

 .             �((1 − � + ���)����)          = �����(��) �(��(1 − � + ���)��)       = �����(��) ������(1 − � + ���)�. 
     = �����(����)���(����) ��� 

. � 11 + �(1 − [��(1 − � + ���)])���. 
 �(�� �����  ) = ��(�)�΄�(1 − � + ��)��(��)           = ��(�)�΄�(1 − � + ��) 

                = β(1 − � + ��)  
�1 + ��(1 − �)1 + �(1 − �) ���          

. (1 + �)����.                                    (1) 
=(�������)�  با توجه به اینکه � s��

��� �(��|���� = �)�(���� = �). 
 

ن می ����|��)�توا =  در �� ضریب از را (�
 آورد. دست به) 2( عبارت

(����|��)�  چون درنتیجه ≠ �(��|����), 
 نیست. پذیر معکوس زمان فرایند

  
  دلاپورت توزیع

,�)��� با و است دلاپورت توزیع داراي �� روي �ی تصادف ریمتغ �,  احتمال مولد تابع داراي اگر دهیم می نشان (�
  باشد: زیر

G�(s) = e��(���)� 11 + �� (1 − s)�� ,     −1 ≤ s ≤ 1,0 < � < 1, � > 0, � > 0.   
  

    به صورت زیر است: عبارت فوق تابع جرم احتمال متناظر با 
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 �(�) = �(� = �) 

            = e����p�(k − 1)! x! � �xj � �1 − p� ���
���    

          , � = 0,1,2, ….       
�که وقتی > 0،K ≥ 1 ،   0 <  p < � و1 = 1 − p .صورت به توان می را � دلاپورت تصادفی متغیر است  � = � +  تصادفی متغیرهاي �و � که نوشت �
 هستند. مستقل و پواسون منفی اي دوجمله

با مشتق گرفتن از تابع مولد احتمال توزیع دلاپورت به 
  توان نشان داد که سادگی می

 �(�) = � + ��� ,     ���(X) = � + ���� , 
  

  چولگی ضریب

τ = [λp3 + kq(1 + q)]2[p2λ + kq]3 , 
  
  کشیدگی ضریبو 

ξ= 3�4�2 + �4� + ��[3�� + 4� + �2 + 6��2 + 1][�2� + ��]2 . 
  

  دلاپورت اي حاشیه عیبا توز INAR)1( فرایند
هدف به دست  . یریدرا در نظر بگ) 1(مدل خودبازگشتی 

داراي توزیع  {��}طوري که   است، به {��}آوردن توزیع 
اي فرایند ایستا باشد. قضیه زیر  عنوان توزیع حاشیه دلاپورت به

 دهد. نتایج یافته شده در این زمینه را ارائه می
یک فرایند خودبازگشتی  {��}فرض کنید  .2قضیه 

 {εn}باشد، که دنباله  ) 1(ه در ایستا با ساختار داده شد
توزیع هستند. یک شرط  هاي تصادفی مستقل و هم متغیر

یک فرایند مارکوف ایستاي اکید با  {��}لازم و کافی که 
,�)���   اي دلاپورت  هاي حاشیه توزیع �, باشد این   (�

A�(s) به صورت زیر باشد: {��}است که تابع مولد احتمال  = e��(���)� �ρ + (1 − ρ) ��������
, 

  
  توزیع باشند. هم ��و  �� به شرط اینکه 

(�)�� کنیم شرط لازم را به صورت زیر اثبات می برهان. = ��(�)��(��)   , 
  

تابع مولد احتمال متناوب توزیع دلاپورت را جایگذاري 
  کنیم می

A�(s) = � ���� �1 + �� ����
���(��) �1 + �� (��)���� 

                  = ���(���)�  
�� �1 + �� �� − � + 11 + �� � ��

 

= �� + (1 − �) 11 + �� ���. 
 

داراي ساختاري   {��}این فرمول بیانگر آن است که 
��پیچشی  = �� + 1)�)�~� که ،است  �� − �)) 

 است که � تایی از توزیع هندسی با پارامتر � پیچش �� و
  �� = � Geo(p)       1با احتمال�                       0 −  . با احتمال�
  

شرط کافی را با روش استقراء ریاضی به صورت زیر 
,�)���   داراي توزیع ��  کنیم کنیم. فرض می اثبات می �,   ، در نتیجه خواهیم داشت:باشد (�

  ���(s) = A��(s)�����(��) 

= e��(���)� �� + (1 − �) 11 + �� s��
 

.�e��(��) �1 + qp (��)���� = e��� �1 + qp ����. 
که تابع مولد احتمال توزیع دلاپورت است. بقیه را 

توان نتیجه گرفت. فرایند خودبازگشتی  طور مشابه می به
 دهیم. نشان می (1)����� اي دلاپورت  را با مقدار مرتبه اول با توزیع حاشیه-صحیح
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توزیع دلخواه داشته باشد، آنگاه  �� اگر .3قضیه 
مارکوف ایستاي   ، )1.2ش (فرایند معرفی شده در بخ

 اي دلاپورت است. مجانبی با توزیع حاشیه
 

  DelAR)1( فرایند رگرسیونی فتارر
امید ریاضی و واریانس شرطی مشابه حالت قبل به صورت 

 آید: زیر به دست می
  �(X�|X��� = x)= �(ρ ∗ X��� + ϵ�|X��� = x)            = �� + �(��|X��� = x)            = �� + (1 − �) �λ+ k qp�, 

  ���(X�|X��� = x)= ���(ρ ∗ X��� + ϵ�|X��� = x)= �(1 − �)� + (1 − ��) �λ+ k q���
+ �(1 − �) �λ+ k q���, 

  

 پسرو، شرطی ریاضی امیدبا محاسبه  اینجا در رو این از
(����|��)� که رسید خواهیم نتیجه این به ≠ �(��|����), 

  نیست. پذیر معکوس زمان فرایند بنابراین
 
  بالاتر مرتبه فرایندهاي به توسعه

  داراي ساختار احتمال زیر باشد، � مقدار مرتبـه  کنیم یک فرایند خودبازگشتی صحیح فرض می
  

      با احتمال
                    ��  X� = ρ� ∗ X��� + ϵ�,    

ρi   که   > 0 ، pi ≤ 1   ،i = 1,2, . . . p   و    
   ∑ p����� = 1  . 

بر حسب جملات تابع مولد احتمال متناوب به فوق ل مد
  شود: صورت زیر نوشته می

  A��(�) = A��(�)�∑  p�A����(��� ���� )�   
  

تحت فرض ایستاي اکید عبارت بالا را به صورت زیر 
(�)�A نویسیم می = A�(�)�∑  p�A�(��� ���� )�.  

  
=A�(s)  اینبنابر ��(�)∑  ����(��� ���� )  

  
اي دلخواه، دنباله نوآور فرایند  هاي حاشیه براي توزیع

 داراي تابع مولد احتمال متناوب فوق است.
 

هاي    سازي و به کارگیري داده مطالعات شبیه
  ها واقعی براي مقایسه مدل
ائه شده، با صورت تئوري ار در این بخش آنچه را که به

هاي  کنیم. با توجه به مدل سازي بررسی می استفاده از شبیه
ها  تحلیل این مدل ارائه شده به بررسی و تجزیه و

این دو هاي واقعی  چنین با استفاده از داده پردازیم. هم می
  کنیم. را مقایسه می مدل

-فرایند خودبازگشتی صحیح مقدار مرتبه اول لودرزابتدا 
سازي کرده  شبیه R افزار و دلاپورت را با نرم فورمل نوع اول

زمانی، خودهمبستگی و  هاي و همچنین نمودار سري
در . ایم رسم کردهل را مداین دو  یخودهمبستگی جزئ

جملات داخل سري  یشاهد خودهمبستگی جزئ 2و1 نمودار
هستیم که جز لگ اول که تجاوز از محدوده مشخصه را 

مگرا است. نمودار داریم با سرعت خوبی به صفر ه
خودهمبستگی نیز به صورت یک تنزل نمایی یا موج 

  .کند سینوسی به سمت صفر میل می
هاي  با توجه به عدم وجود روند در نمودارهاي سري

در ادامه نتایج  ایستایی فرایند مشهود است. 4و3زمانی 
حاصل از تحلیل تعداد واردات اداره کل گمرك استان یزد از 

را مورد مطالعه قرار  1394تا شهریورماه  1394 ماه نیفرورد
هاي دلاپورت و  هاي آینده از مدل بینی ماه داده و براي پیش

  ایم. فورمل استفاده کرده- لودرز
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ابتدا پارامترهاي این دو مدل را با دو روش برآورد 
 3 با مقایسه متوسط مربع خطاها در جدولکردیم و سپس 

  تر است. مناسب (1)����� مدلگیریم  نتیجه می
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بر  (�)������  مدل پارامترهاي برآورد .2 جدول
 واقعی هاي داده اساس

YW  CLS  پارامترها  
6.012  6.961  � 
0.501  0.536  � 
0.466 0.404 � 

 مقایسه خطاي مربع دو مدل .3 جدول
YW  CLS   

2403  2389  �����(1) 
2512  2496  ������(1) 

بر اساس  (1)�����برآورد پارامترهاي مدل  .1جدول 
 هاي واقعی داده

YW  CLS پارامترها  
372/1 351/1  � 
701/0  704/0  � 
683/11  733/11  � 

432/0  422/0  � 

,η) پارامترهاي با (1)������ مدلی جزئ خودهمبستگی و خودهمبستگی نمودار .1 نمودار β) = � و (0.5,2) = 0.3 

,�) پارامترهاي با (1)����� مدلی جزئی و خودهمبستگ خودهمبستگی نمودار .2نمودار �, �) = (3, 0.8, � و (12 = 0.125 


