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  چکیده

 کران یک رائو -  کرامر ينامساو از استفاده با مقاله این در
 با یتصادف نمونه یک ۀیپا بر بیشینه کمینه ةمخاطر يبرا پایین
 به ،باشد بریده پارامتر يفضا که یحالت در ی،تصادف توقف زمان
   آوریم.می دست

 يبرآوردگرها ،مسئله این از یکاربردهایعنوان به پایان در
 -  ولیکوز مدل ،شده سانسور هايداده تحت را نهبیشی -  کمینه
  آوریم.می دست به نمایی يهاتوزیع خانواده وگرین 

  
  کلیدي واژگان
 ولیکوز مدل ،شده سانسور هايداده بیشینه، -  کمینه برآوردگر

 توقف. زمان ،گرین - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Abstract  
In this paper, by using a Cramer - Rao 
inequality we obtained a lower bound minimax 
risk based on a random sample of random 
stopping time, in a condition of the truncated 
parameter space.  

Finally, as applications, we obtained 
minimax estimators under censored data, 
Koziol - Green model and exponential 
distribution family. 
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  مقدمه
 و یابیبرآورد ۀینظر در فراوان کاربرد ،اطلاع يهاينامساو
 يبرا اطلاع ينامساو دارند. يآمار يهامیتصم اتخاذ

 نامنظم هايخانواده ،]11[ هاکنندهشگویپ در زیب مخاطره
 ]4[ یاسیمق انیز تحت و ]2[ شده دهیبر هاينیشیپ ،]1[
 افتنی يبرا يکردیرو آن قیطر از و شده گرفته کار به

 هايروش .شودمی دایپ نهیشیب -  نهیکم يبرآوردگرها
 وردهايبرآ ]،8 ،9 ،10[ ايدنباله مجانبی مخاطره کارایی
 و ]13 ،14 ،15[ شده سانسور هايداده با ايدنباله بیز
 در مقیاس پارامتر براي بیشینه -  کمینه وردگرهايبرآ
 ترینمهم از ]6 و 7[ شده بریده و سانسور شده هايداده

 انجام زمینه این در پژوهشگران که است تحقیقاتی
 يبرا پایین کران یک رائو -  کرامر ينامساو .اندداده

 زمان با یتصادف نمونه یک ۀیپا بر بیشینه کمینه مخاطره
 ،باشد بریده پارامتر يفضا که یحالت در ی،تصادف توقف
 براي اطلاع يهاينامساو مقاله این در .کندمی پیدا

 تحت ايدنباله برآوردگرهاي نهیشیب - نهیکم مخاطره
 شودمی محاسبه خطیي برآوردگرها براي خطا مربع زیان
 ،مسئله این از یکاربردهایعنوان به پایان در و

 سانسور هايداده تحت را نهبیشی-  کمینه يبرآوردگرها
 خانواده و 66گرین - ولیکوز مدل و راست از شده
  آوریم.می دست بهنمایی  يهاتوزیع

 و زیب میتصم مانند میتصم ۀینظر از یمیمفاه ابتدا
  .شوندمی مرور نهیشیب -  نهیکم میتصم

) شودیم فرض )nXX ,...,1=X متغیرهاي 
 67پذیراندازه فضاي در توزیعهم و مستقل یتصادف

( ),SX احتمال اندازة با θP آن در که باشند 
mRÎ Q Íθ 1 وm  شودمی فرض همچنین .<

} عیتوز خانواده }QÎθθ ,P اندازة به نسبت s-
 و باشند پیوسته مطلقاً m متناهی

mddPf θθ  شودیم فرضعلاوه به .,.)(=
)(θq يبرا 68پیشین احتمال چگالی یک θ گاهتکیه با 

QÌqS 69)یتصادف ری(غ میتصم قاعده .شدبا *θ 
 70کارها يفضا به X يانمونه يفضا از ریپذاندازه یتابع
A یتصادف نمونه مشاهده کی به کهيطوربه است 

                                                             
66. Koziol- Green Model(KGM)  
67. Right Censored data 
68. Prior density 
69. (Nonrandomaized) Decision Rule 
70. Action Space 

 که کندیم نیمع کارها يفضا .دهدمی نسبت را یعمل
 و يانقطه برآورد ۀمسئل کی ،مطالعه مورد میتصم ۀمسئل

 در مثال، يبرا .است فرضیه آزمون ای و نانیاطم فاصله ای
 ۀمسئل در و نقاط حدس کارها يانقطه برآورد ۀمسئل
 آن رد ای صفر هیفرض رشیپذ کار دو فرضیه آزمون

 میتصم تابع يانقطه برآورد ۀمسئل در نیهمچن هستند.
 تابع فرضیه آزمون مسئله در و است برآوردگر همان
 توابع ۀ همۀمجموع .است آزمون تابع همان میتصم
 ۀینظر در .شودمی دهینام 71میتصم يفضا ممکن میتصم
 تابع است. میتصم تابع کی بهینه انتخاب هدف میتصم
) ینامنف ),  L a θ یدکارت ضربحاصل يفضا از 
 را مثبت یقیحق اعداد به کارها يفضا در پارامتر يفضا
 اخذ از یناش انیز دهندهنشان که نامندیم 72انیز تابع
 باشد θ یواقع حالت در که یهنگام ،است � میتصم

 و دارد نظر مورد ۀمسئل به یبستگ انیز تابع انتخاب .]13[
 )SEL( خطا دوم توان انیز بعتا آنها نیترمتداول از یکی

 است. میتصم کی یابیارز يبرا یملاک انیز تابع است.
 يسازممینیم ،یمیتصم نیچن اخذ يبرا کیکلاس کردیرو

 73مخاطره تابع را انیز متوسط این که است انیز متوسط
  صورتبه و نامندیم d* میتصم

  
 ( ) ( )( )* *

|
, ( ,nR E Ld d=

θ
θ θ

X
X  

  
 θ پارامتر کیکلاس يهاروش در .]13[ شودیم فیتعر
 کی و شودیم گرفته نظر در نامعلوم و ثابت مقدار کی

 عیتوز يدارا که یتیجمع از � یتصادف نمونه
( )θx,nf ،در آن اساس بر تا شودیم يآورجمع است 
 یتیکم Θ يزیب روش در شود. يریگمیتصم �θ مورد
 با ،یتصادف ریمتغ کی خود که شودمی گرفته نظر در
 کی به وسیلۀ آن راتییتغ و است θ شده مشاهده رمقدا
 عیتوز نیا .شودیم مشخص θq)( 74نیشیپ عیتوز
 ای شگریآزما یقبل اتیتجرب و اعتقادات اساس بر نیشیپ

 ای و گشتاورها) (مانند نیشیپ عیتوز مورد در یاطلاعات
 مشاهده از پس .شودیم نییتع و... مشاهدات ساختار
 حیتصح )نیشیپ عیز(تو Θ مورد در اطلاعات نمونه،

                                                             
71. Decision Space 
72. Loss Function 
73. Risk Function 
74. Prior Distribution 
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 75نیپس عیتوز را شده حیتصح نیشیپ عیتوز .گرددیم
( )g X θ θ نیا اساس بر زیب کردیرو در حال .نامندیم 
 دیکن فرض مثال يبرا .شودیم يریگمیتصم نیپس عیتوز

 با یینما عیتوز يدارا کارخانه کی يدیتول قطعات
 هادستگاه یفرسودگ علت به باشند. ساعت θ نیانگیم
 طبق آن راتییتغ و کندیم رییتغ سال در زین نیانگیم نیا
 76زیب مخاطره .باشدیم θq)( احتمال عیتوز تابع کی

 به θq)( نیشیپ عیتوز به توجه با d* میتصم تابع
) یاضیر دیام صورت )* ,R d θ به نسبت )(θq 
 که است یمعن نیا به زیب مخاطره اصل .شودیم فیتعر

 خلاصه )زیب (مخاطره عدد کی در مخاطره تابع اطلاعات
 با زیب مخاطره نیا سهیمقا ۀلیوس به میتصم دو و شودیم
 ،77زیب میتصم کی واقع در .شوندیم سهیمقا گریکدی

 یمیتصم ،� انیز تابع و θq)( نیشیپ عیتوز با مرتبط
 میتصم قاعده کی کند. ممینیم را زیب مخاطره که است

*d یعنی اطرهمخ تابع اگر است 78نهیشیب -  نهیکم  
  

( ) ( )* ,,sup R inf sup Rq dd dÎQ ÎQ= θθ θ
 
 نهیشیب - نهیکم میتصم گرید عبارت به .کند ممینیم را
 مخاطره تابع حالت نیبدتر در که است یمیتصم آن

( ),R d θ انتخاب را حالت نیبهتر ،�  به نسبت 
 يبرا کارانهمحافظه کردیرو کی قتیحق در و کندیم

 شتریب اطلاعات کسب يبرا است. میتصم نیبهتر انتخاب
 ]13[ به نهیشیب -  نهیکم و زیب يهامیتصم مورد در

  کنید. مراجعه
  
  بیشینه - کمینه مقادیر يبرا ینیپا کران

 -  ولیکوز مدل راست، از شده سانسور هايداده ابتدا در
 استفاده با سپس و کنیممی معرفی را توقف زمان و گرین
 مخاطره يبرا پایین کران یک رائو -  کرامر ينامساو
 توقف زمان با یتصادف نمونه یک ۀیپا بر بیشینه -  کمینه
 دایپ باشد، بریده پارامتر يفضا که یحالت در ،یتصادف
 بیان را مفهوم این از کاربردهایی پایان در .کنیممی
  کنیم.می

                                                             
75. Posterior Distribution 
76. Bayes Risk 
77. Bayes Decision 
78. Minimax Decision 

 سانسور هايداده - تصادفی (برش ]5[ :1تعریف 
nXX اگر راست): از شده  nYY,...,1 و 1,...,

 تابع با ترتیب به توزیعهم و مستقل تصادفی متغیرهاي
 iXبه مربوط برش زمان iY( باشند G و F توزیع
 حالت این در و نیستند مشاهده قابل iY و iX است)،
) فقط معمولاً )nnW D, ...و و ( )11,DW مشاهده را 
 صورت به iD و i، iW هر براي آن در که کنیممی
  شوند:می تعریف زیر

 
),min( iii TXW =  
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( )
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 اطلاع و چگالی تابع که داد نشان توانمی سادگی به
   است زیر صورت به فوق مدل تحت فیشر
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1F آن در که F= 1G و - G= -.  

  
 ]:KGM( ]12( گرین) – ولیکوز (مدل :2تعریف 

) زوج مییگو )D,W پیروي گرین -  ولیکوز مدل از 
   که طوري به باشد موجود b<0 عدد هرگاه کند،می

  
,1 ( ) (1 ( )) .G x F x b

q b q- = -  
  
,..., کنید فرض 21 XX متغیرهاي از ايدنباله 
 احتمال توزیع خانواده با توزیعهم و مستقل تصادفی

{ }QÎqq ,P آن در که باشند Q از باز فاصله یک 
 -  کمینه برآورد علاقه، مورد مسئله است. حقیقی اعداد
sq )0s پارامتر بیشینه  تحت معلوم) حقیقی عدد ¹
  است: زیر وزنی زیان تابع
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)1(  2( , ) ( )( )s
N NL T w Tq q q= -  

 
 به اينمونه تحت sq برآوردگر یک ،NTکه طوري به

 متوسط qc)( کنید فرض است.  تصادفی حجم
 هزینه که شودمی فرض معمولاً باشد. مشاهده یک هزینه

) مانند iX از تابعی ،iX هر مشاهده )iXx ،از باشد 
NXX نمونه تمام مشاهده هزینه متوسط رو این ,...,1 
  است: زیر صورت به ]13[ 79والد لم بنا بر

  

)(()())(( 1
1

XNX
N

i
i xqqq å

=

EE=E  
 
 مخاطره رو این از .است 80توقف زمان  آن در که
  با: است برابر sq تخمین در NT کل

  
)2( ( , ) [ ( , )] ( ) ( ).N NR T L T C Nq qq q q= E + E 

  
 نسبت توقف زمان را N تصادفی متغیر :3تعریف 

} دنباله به }iXپیشامد رخداد اگر ،مییگو ها                
"nN }یعنی  "= : ( ) }W N W n=  به وسیله

 امn بار تا فرآیند تحقق مقادیر مشاهدة
( )nXX   شود. تعیین 1,...,

 
 هر در اریب سکه یک به کنید فرض مثال براي
 را 1N تصادفی متغیر اگر شود،می زده تلنگر یک دقیقه
 زده ضربه سکه به که ايلحظه در خط مشاهدة پیشامد
 توقف زمان 1N صورت این در کنیم تعریف شود،می

),...,( اگر حال است. آزمایش 1 nn XXTT =، 
0s که Sq برآوردگر  داشتن اختیار در با باشد، ¹

} هايآمارهۀ دنبال }nT توقف زمان و N از ساختاري 
 زیرۀ قضی شود.می حاصل NT 81ايدنباله برآوردگرهاي

  کند.می معرفی NT بیشینه - کمینه مقادیر پائین کران
 - کرامر نامساوي برقراري طیشرا تحت :1قضیه 

  که: دانیممی رائو
  

                                                             
79. Wald lemma 
80. Stopping Time 
81. Sequential Estimator 

1 22 2 ( ( ))
( ) ( )) ( )

s

N
s b
E N I

sE T bq q

q q
qq q

- +- ³ +  
   آن در که
  

1( ) ( log ( )),

( ) ( ) .S
N

I Var P X

b E T
q qq

q

q

q q

¶
¶=

= -
  

  
 ترتیب به C(0) و w(0) اگر صورت این در
  :باشند هزینه تابع و وزن تابع دهندة نشان

  اگر الف)
  

( ) ( ) ( )2 2 20 sC s I wq q q q- +< £  
0d یک ازاي به  dq که QÎq هر براي و < <            
)k>q 0 مقادیر از بعضی ازاي به>k( و   

  
( )2 2

0 0
lim , lim ( )

( )
C sW
Iq q

q
q q q

q
-

® ®

2 2( )(lim , lim ( ) )
( )
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Iq q

q
q q q

q
-

®¥ ®¥
  

  
  گاه: آن باشند متناهی و موجود
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  اگر ب)
  

( ) ( ) ( )2 2 2sC s I wq q q q- +£  
   
0d یک ازاي به  که QÎq هر براي ،<

dq <)k>q، 0 مقادیر از بعضی ازاي بهk و )<
0

2 2(lim ( ) ) lim ( )s sw w
q q

q q q q
®¥ ®

 متناهی و موجود 
  گاه: آن باشد،

N
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 فوق قضیه در بیشینه -  کمینه مقادیر پایین هايکران

 نشان فوقۀ قضی نامیم.می ICRB82 اختصار به را
 هر بیشینه -  کمینه مخاطره ینیپا کران که دهدمی

 به بستگی کند، صدق ب و الف نامساوي در که برآوردگر
 معرفی قضیه رو این از ندارد، توقف زمان به و برآوردگر

  شود.می
 سوپریمم که باشد برآوردگري NT اگر :2قضیه 

 از ايدنباله NTگاه آن ،باشد ICRB برابر آن مخاطرة
   است. Sqبیشینه -  کمینه برآوردگرهاي

 ندارد، بستگی NTبه ���� که ایناز  اثبات:
  داریم:
  

( )
'

inf sup R (T , ) ICRB

sup , .
T

NR T

q

q
Q

Q

¢ =

=
  

  
 بیشینه -  کمینه ،NTبرآوردگر ،3 تعریف طبق لذا
  است.

  
 چند غالب در را 1 قضیه از کاربردهایی مقاله ادامه در
  دهیم.می ارائه مثال و نتیجه

 بر راست، از شده سانسور هايداده تحت: 1کاربرد 
 برش متغیر کنیممی فرض ی،تای n نمونه یک اساس
i مانند ثابت عددي oY y= 0که در آن باشدoy >. 

  تعریف: با
  

)3(  
þ
ý
ü

î
í
ì

³D= å
=

m

i
ik kmN

1

:min  

  
   فرم بهنمایی درست تابع

                                                             
82. Improper Cramer Rao bound 
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L f x G x g x F xd d
qqq -
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0,1idاست که در آن  =.  

nNknk فرض با حال k

n

i
i ==££ å

=

,,0
1
d، 

  شدة: سانسور راست از مدل تحت
  
0,)(,),min( >£=D= ooiioii yyXIyXW
  
  شد: خواهد تبدیل زیر صورت به بالادرستنمایی  تابع
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) آن در که )iXنمونۀ ترتیبی هايآماره ها nXX ,...,1 

   هستند.
  باشد: زیر فرم به هاiXچگالی کنیممی فرض

  
1( ) 0, (0, ), .xf x e xq

q q q q q-= > Î Q = £ ¥
  

) در بالا چگالی تابع دادن قرار با )qL :داریم  
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 و است یکنوادرستنمایی  تابع باشد، k=0 اگر
 k<0 براي ولی ندارد، وجوددرستنمایی  حداکثر برآورد
 برابر qدرستنمایی  حداکثر برآوردگر داد نشان توانمی

~
1

( ),1
{ ( ) }N K k

k
i N k ok i

X N k yq
=

= + -å .است 
 داراي kNکه شودمی ملاحظه سادگی به )3( از اکنون



  1395 پاییز و زمستان، اول، شماره دوم، سال گسترة علوم آماريفصلنامه دو   60

 

 امید و احتمال توزیع تابع با منفیاي جملهدو احتمال توزیع
  است: زیر واریانس و ریاضی
  

( )

1
(1 ) , , 1,...

1

k

k n k

p N n

n
p p n k k

k
-

= =

-
- = +

-
æ ö
ç ÷
è ø

2( ) , ( ) .p k p k
kqk

p p
E N Var N= =  

  
توان نشان داد که حال با محاسبات مستقیم می

,(1)هاي مرتب آماره ( ),,...,
k kN k NX X  به شرط

nNk داراي چگالی احتمال مساوي با چگالی توأم  =
 kهاي مرتب از یک نمونۀ تصادفی شامل آماره

با تابع  83شدهدهیبرتوزیع از توزیع مشاهده مستقل و هم
  چگالی زیر هستند:

  

o

u

yuepuQ £<=
-- 0,)()( 1 qq  

  
  که در آن

  
( 1)
( )

1 , , 0.o

o
y

o

p P
P X y

e yq q-

= D =
= £

= - Î Q >

  

  
داراي  Uتوان نشان داد که وقتیبه سادگی می

  است، آن گاه: Qچگالی
  

2
2 2( ) , ( ) ,q q

o op p
E U y Var U yq qq q= - = -

  
1qکه در آن  p=   . در نتیجه با تعریف:-

  
1

( ),1 1
{ ( ) }

K k

k
N i N k ok i

X N k yq + =
= + -å

)  
  
  داریم:

                                                             
83. Truncated  
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  و
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  داریم: بالا روابط به توجه با
  
)4(  2 2

1( )
KN kE qq q +- =

)  
  

) کنید فرض حال )C q وKN ترتیب به 
 به توجه با باشند، توقف زمان و هزینه تابع دهندةنشان
  داریم: را زیر نتیجه بالا در شده ذکر مطالب

   اگر :1 نتیجه
( ) ( )

20
1

( 1)
sup( ) lim( )C C

p p k
q q

q ®Q +
= =  

  
 گاه آن

KNq
 درستنمایی حداکثر برآوردگر پایه (بر (

kNq%( بیشینه – کمینه برآوردگرهاي از ايدنباله q 

22 زیان تابع تحت
~

)(),( qqqqq -= -
KNL

 است. (
 و مثبت صحیح مقدار یک k آن در که

1 10 , (0, )q q< £ ¥ Q =.  
  :داریم )4( رابطه از اثبات:

  
22
1( )

KN kE qq q +- =
%

  
  
  اینکه دلیل به و )2( در بالا عبارت گذاريجاي با
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1
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sup( )C
p k
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Q +
  رابطۀ: از =

  
( ) ( )1

1),
kN

kC
pkR qq q += +

%  
  

   داریم
)5(  ( ) 2

2 1
( 1)

sup ,
KN

k
k

R q q
Q

+
+

=
%

  
  
 تباهیده تصادفی متغیر توزیع تابع G چون طرفی از

Y نقطه در oy ،فیشر اطلاع از استفاده با است 
 شد ارائه 1 تعریف در که راست از شده سانسور هايداده
  :داریم
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( )
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1 1
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  که: داد نشان توانمی مستقیم محاسبات با
  
0,1,)( /

2),( 11
>-== -

D o
y

W yeppI o q

q
q

  
) اینکه با توجه با حال ) 2

0
lim( ) ( 1)C

p kq

q

-

®
= + 

) و )
1 1

2
( , )WI pq q -

D  به ،1 قضیه الف قسمت از ،=
 میل صفر سمت به q که وقتی زیر، نامساوي سادگی
  شود:می نتیجه کند،می

  
)6( 

( )

2 2

2
2 1

1

sup[ ( ) ( ) ( )]M

k
k

E C E Mqq q q q-

+
+

- + ³
Q
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Mqآن در که

 q تخمین در ايدنباله برآوردگر یک ،~
   داریم: )6( و )5( روابط مقایسه با است.

2
2 1

( 1)
inf sup ( , ) .

M
M

k
k

R
q

q q
Q

+
+

=%
%

 

  
 ،2 قضیه طبق بنابراین

KNq
 از ايدنباله (

  .است qبیشینه -  کمینه برآوردگرهاي
  

,..., کنید فرض :2کاربرد  21 XX متغیرهاي 
 پیوسته مطلقاً توزیع تابع با توزیعهم و مستقل تصادفی

F توزیعهم و مستقل متغیرهايبه وسیلۀ  که باشند 
,..., 21 YY توزیع تابع با G، شوند.می سانسور راست از 
 قابل متغیرهاي مدل این تحت دانیممی که طور همان

) هايزوج مشاهده )iiW D, صورت به که هستند 
( )min ,i i iW X Y=  و( )i i iI X YD = £ 

) اگر. شوندمی تعریف )iiW D, کوزیول مدل از  - 
 b<0 ثابت و مثبت عدد یعنی کنند تبعیت گرین
  که: طوري به باشد موجود
  

( ) ( )( ),1 1G x F x
b

q b q
- = -  

  
  داریم: را زیر نتیجۀ

باشد ثابت مقداري هزینه تابع کنید فرض :2نتیجه 
))(,( oo cpCC =<<   یک احتمال با و 10

1 / 1.o oN c= -  
   صورت به پارامتري فضاي اگر

( )pp ,, 010 =Q£< ،گاه: آن باشد  
  

01
1 1

( ).
o o

N
N f iN i

P R W+ =
= å%  

  
 p تخمین در بیشینه - کمینه برآوردگرهاي از ايدنباله
22 زیان تابع تحت /)~(),~( pppppL -= 
آن در که هستند، گرین -  کوزیول مدل به نسبت

)( 1=D= Pp است نشده سانسور مشاهدات نسبت 
) و ) log ( )fR x F x

q
q=   ه در آنک -

 

{ }: ( ) 0 .ix x f xÎ >  
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)( اگر اثبات:
1

xH W توزیع تابع 
),min( 111 YXW KGM)b تحت باشد =

qq FG =،
0>b( :داریم  
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/1 آن در که (1 )p b=   بنابراین؛ +
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  آن پی در و
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,0) بازه در یکنواخت (��)� توزیع زیرا  است.  (1

 که شودمی نتیجه بالا بطۀار از بنابراین
( )pEwRf ~)( 1q

 به ~np واریانس و میانگین بنابراین ،
)1 با است برابر ترتیب ) n

n nE p p+=% و 
2

2
( 1)

( ) n
n n

Var p p
+

 داد نشان توانمی سادگی به .%=
  که:

  
)7(  2 2 1

1( ) .n nE p p p -
+- =%  

  
 مستقل �� ، ��� تحت که داد نشان توانمی اما

1که  است 1D از ~ ( )b pD. :بنابراین  

)()()(
1111 ),( pIpIpI WW DD +=  

  
  آن در که
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( ) .
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I p E h X
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q

q¶
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D -
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21 که داد نشان توانمی سادگی به

1( )W p
I p  و =

 برابر گرین -  کوزیول مدل تحت فیشر اطلاع بنابراین
 با است

 

21 1

1
( , ) (1 )

( ) .W p p
I pD -

=.  
 
 را زیر هايعبارت الف قسمت ،1 قضیه در اگر
   کنیم: جایگزین
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 مسئله در ~MP بیشینه – کمینه مقدار هر براي
   داریم: pتخمین
  

)8(
 { }2 2inf sup ( ) ( )

2

M
M oP

o o

E P p p c E M

c c

q
-- + ³

Q
-

%
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  است. توقف زمان Mآن در که

   :داریم )7( به بنا دیگر طرف از
  
   

22
1( ) .N o

p
nE P p +- =

%
  

  
مخاطره سوپریمم بنابراین

oNP~ است: زیر صورت به  
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1 دادن قرار با اکنون / 1o on c=  رابطه در -

 ،2 قضیۀ بر بنا )،8( رابطه با مقایسه و بالا
oNP~ ايدنباله 

  است. pتخمین در بیشینه - کمینه برآوردگرهاي از
د فرض :3کاربرد  ,...,کنی 21 XX متغیرهاي 

  باشد. زیر احتمال توزیع با توزیعهم و مستقل تصادفی
  

1

1 1

( 1) ,
( 0) 1 , 1,2,...

i

i

P X p
P X q p i

= =
= = = - =  

  
,),( آن در که 11 010 pp =Q<<.  

 برآوردگرهاي از ايدنباله یافتن علاقه، مورد مسئله
 موفقیت احتمال معکوس بیشینه - کمینه

)/( 11 p=q وزن تابع با خطا مربع زیان تابع تحت 
2-= qq )(w .است  

  باشد. زیر صورت به مشاهده هر هزینه کنید فرض
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00

1 i

i
i Xc

X
X )(x  

  
�� آن در که ∈ (0,  رو این از است. ثابت مقداري (1

 والد لم بر بنا M توقف زمان با مشاهدات هزینه متوسط
  با: است برابر

  
11
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ii

K E X c E Mqq x q
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Mq کل مخاطره و

  است: زیر صورت به )1( رابطه از ~
  

2 2 1( , ) ( ) ( ) ( ).M M
cR E E Mqq q q q q
q

-= - +% %

  

  کنیم فتعری زیر صورت بهرا  توقف زمان کنید فرض
  

,...2,1:min
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=
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ý
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== å
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rrXmN
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i
ir  

  
   تعریف با حال است. ثابتی مقدار r آن در که

  
/ ( 1)N rN rrq = +%  

  
~),1( که حقیقت این به بنا qrNBNr، سادگی به 
   که داد نشان توانمی
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  بنابراین:

)9( 
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1
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p
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q q
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  اینکه دلیل به دیگر، طرف از
 

1 1
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C E X c

I
qq x q

q q q

= =
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 نهایتبی سمت به q که وقتی 1 قضیه الف قسمت از
  داریم: کند،می میل

  
)10( 

1

1 1
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inf sup ( , ) (2 ).
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R c c
q q

q q
>

³ -
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 برآوردگر (10) و (9) روابط مقایسه با حال

rNq
 بنا ~

 بیشینه -  کمینه برآوردگرهاي از ايدنباله ،2 قضیه بر
/11 پارامتر pq   هرگاه است =
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1 1(1 ) / .r c c= -  
  

 یک که مندیمعلاقه قبل، مثال در: 4کاربرد 
ابخت نبست براي بیشینه -  کمینه برآوردگر  84ه

),( که وقتیرا  11 0 qq Î  ،به اما آوریم. دست بهاست 
111 اینکه دلیل 1 -=-=¢ qXX ii q, توزیع داراي 
1)1( موفقیت احتمال با برنولی =¢= iXPq ،مسئله هستند 
)1 موفقیت احتمال عکس برآورد به تبدیل 1/ )qq = 
 و مستقل متغیرهاي از ايدنباله بر اساس قبلی مثال در
,..., توزیعهم 21 XX آماره: بنابراین است؛  
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   توقف: زمان با
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ir rXmN
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1 )(:min  

  
11 بیشینه – کمینه برآوردگر یک qp زیان تابع تحت 
22 وزن تابع با خطا مربع

1 1 -+== )()( qq qw و 
1 هزینه تابع

111 1 -+== )()( qq cqcC  کهاست 
1 آن در 1(1 ) /r c c=  iXمشاهده هزینه و -
  است: زیر صورت به
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,..., کنید فرض: 5کاربرد  21 XX از ايدنباله 
 خانواده از توزیعهم و مستقل تصادفی متغیرهاي

   فرم بهنمایی  هايتوزیع
  

                                                             
84. Odd ratio 
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q h q q
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cC ثابت هزینه تابع با و =)(q،+Î Rc زمان و 

 نشان توانمی سادگی به صورت این در باشند، N توقف
  برآوردگر مخاطره که داد
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  است: زیر صورت به وزن، با خطاي زیان تابع تحت

  
( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

,

2

,

,
2 2

2

n

o
o

o

R

E I cE Nn

n I
cn

n

bq q

q q qbq q

b q q

b

= - +

+
= +

+

%

%  

  
  :است برقرار زیر نتیجه و

 زیر فرم به پارامتري فضاي کنید فرض :3نتیجه 
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  است. QÎq بیشینه -  کمینه برآوردگر
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20و 1c b<  مقادیر از بعضی براي و ،>

0>b، توقف زمان N 1 یک احتمال با/ 1c - 
  گاه: آن باشد
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) بیشینه – کمینه برآوردگر یک )( ) q=XTE .است  

 
,..., کنید فرض :1مثال  21 XX از ايدنباله 
 زیر احتمال چگالی تابع با توزیعهم و مستقل متغیرهاي

   باشند:
  

( ) , 0,1, 2,...,xe
xP X x xqq

q
-

= = =  
  
) آن در که , )2q qÎ 0 که طوري به ¥ 2q£ < ¥

XXT برآوردگر که دانیممی .  برآوردگر یک )(=
))(( نوپواس توزیع میانگین نااریب qq =XE .است 

   اینکه دلیل به و رو این از
  

2 2 1lim ( ) limI qq q
q q q

®¥ ®¥
= = ¥  

  
oN ،3 نتیجۀ الف قسمت بر بنا ,

~
q کمینه برآوردگر -

   است. q بیشینۀ
,..., کنید فرض :2مثال  21 XX از ايدنباله 
 و صفر میانگین با نرمال توزیع از و مستقل متغیرهاي
 صورت به پارامتر فضاي آن در که باشند q واریانس

1(0, )qQ 10 که= q< £ )2 یا ¥ , )qQ = ¥ 
0 که 2q£ < ) تعریف با باشد، ¥ ) 2XXT  و =
) اینکه به توجه با ) 21 2I q q=، ب قسمت از 

 گاه آن ،c>41 اگر که داد نشان توانمی :3نتیجۀ 
2,

~
Nq بیشینه – کمینه برآورگر یک ( )( ) q=XTE 

  است.
 مانند را فراوانی مشابه نتایج 1 قضیه از استفاده با
 پارامتر به وابسته هزینه تابع که حالتی در قبلی نتایج

، مثال عنوانبه آورد. دست به توانمی باشد، مجهول
  .داد نشان توانمی سادگی به را زیر نتیجه

  باشد: زیر فرم به پارامتري فضاي اگر :4نتیجه 
  

1 1

2 2

(0, ),0
( ( , ),0 )

q q
q q

Q = < £ ¥
Q = ¥ £ < ¥  

  
   باشد: برقرار زیر رابطۀ و
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 بیشینۀ - کمینه برآوردگرهاي از ايدنباله

( )( ) QÎ=qXTE توقف زمان آن در که است 
N 1 برابر یک احتمال با/ c .است  

  
  گیرينتیجهبحث و 

 رائو -  کرامر – والد ينامساو از یکاربردهای مقاله این در
 ۀیپا بر بیشینه کمینه مخاطره يبرا پایین کران یک (که
 که یحالت در ی،تصادف توقف زمان با یتصادف نمونه یک
 محاسبه در کند)،می پیدا ،باشد بریده پارامتر يفضا

 سانسور هايداده تحت نهبیشی -  کمینه يبرآوردگرها
نمایی  هايتوزیع خانواده وگرین  - ولیکوز مدل و شده

 این دیگر کاربردهاي از توانندمی محققان .شد معرفی
  جویند. بهره آمار دیگر هايشاخه در نامساوي
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