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Abstract 
In this paper for the first time we introduce the Pseu-
do-moment generator function and also we investi-
gate some properties of.

 ( )( )M tj
Å

. 

We prove some properties of Pseudo-expectation 

( )( )E jÅ
 and Pseudo-dispersion 

( )( )2s jÅ
. 
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  مقدمه 
احتمال (شبه  ۀکاربرد شبه انتگرال لبگ اشتیلتیس در نظری

] و ویندوایس و گریس 2احتمال) در مطالعات لندلیوا [ ۀنظری
بر  همچنین کاریرد شبه آنالیز ] و غیره مطرح شده است.4[

] مورد بررسی 6روي مشتق جزئی غیر خطی توسط پاپ [
 ۀقرار گرفته است. تعمیم انتگرال ریمان اشتیلتیس در زمین

ین ] مورد بررسی قرار گرفته است. در ا8]و[7شبه آنالیز در [
مقاله قضایایی از شبه انتگرال لبگ اشتیلتیس و شبه انتگرال 

کنیم و  می نها با یکدیگر را بیانآریمان اشتیلتیس و ارتباط 
در شبه فضاي  به بررسی تعاریف تازهاي از امیدهاي ریاضی

  احتمال خواهیم پرداخت.
شبه ضرب و شبه  همچنین در این مقاله شبه جمع و

صورت زیر تعریف و نشان خواهیم  تفریق و شبه توان را به
  داد.

  
( ) ( )( )1x y g g x g y-Å = +  
( ) ( )( )1x g g x g yy -= -!  

( ) ( )( )1 .x y g g x g y-=  
( )( )1x g g xÅ -=  

  
یک تابع اکیدا یکنوا و  g:R→Rکه تابع  به طوري

  کند. می پیوسته بوده و در شرایط زیر صدق
  g: R → R, g(0) = 0, g(1) = 1 
  

و شبه اي  ما تعاریف پایه »مفاهیم مقدماتی«در بخش 
انتگرال لبگ اشتیلتیس (شبه انتگرال ریمان اشتیلتیس 

(RS)معرفی شبه فضاي «کنیم و در بخش  می ) را بیان
شبه فضاي احتمال و رابطه بین شبه انتگرال لبگ  »احتمال

 در بخش و کنیم و شبه انتگرال لبگ اشتیلتیس را بیان می
 »معرفی شبه فضاي احتمال«از قضایاي بخش  »کاربردها«

 هاي شبه امید ریاضی استفاده خواهیم کرد. در بررسی ویژگی
  

  مفاهیم مقدماتی
در این بخش مفاهیم ضروري و تعاریف پایه مانند شبه 

فاصله  [a,b] فرض کنید کنیم. می عملگرها را یادآوري

مرتب شده باشند.  ≥ترتیب ه و همگی ب [∞+,∞-]بسته از 
  تعریف زیر را در نظر بگیرید.

]یک شبه جمع، تابعی است از  ] [ ] [ ]: , , ,a b a b a bÅ ´ ® 
پذیري بوده و غیر  هاي جابجایی و شرکت که داراي ویژگی

 نشان صفرن را به صورت آو عضو صفر  است نزولی
  دهیم. می

یک شبه ضرب، تابعی است از 
[ ] [ ] [ ]: , , ,a b a b a b´ ® هاي  که داراي ویژگی

. .با فرض است پذیري بوده و غیر نزولی جابجایی و شرکت
x≤y :داریم  

[ ] [ ]{ }, , : x , , 0x z y z z a b x a b x
+

£ Î = Î ³   و
هاي  شود. ویژگی می نوشته 1 به صورتعضو یکانی یک 

  زیر را داریم:
  

0 0x- = 
( ) ( ) ( )x y z x y x z- Å = +   

( ) ( )x y z x y z- =     
  

تعاریف مختلفی براي شبه جمع و شبه ضرب و شبه 
تفریق و شبه توان انجام شده است که ما در این جا تعریف 

  کنیم. می خاص خود را بیان
تابع اکیدا یکنوا بر روي  gفرض کنید  :1تعریف 

[ ] [ ], ,a b Í -¥ g(0)  با¥+ = 0, g(1) = 1 
 شبه تفریق و و وتعمیم شبه جمع تعریف شده باشد. مفهوم

  .است زیر به صورتشبه ضرب و شبه قدر مطلق 
 

( ) ( )( )1 (1)x y g g x g y-Å = +  
( ) ( )( )1 (2)x g g x yy g- -=!  

( ) ( )( )1 . (3)x y g g x g y-= 

( )( )1 (4)x g g xÅ -= 

  
1g تابع یک  یک gباشد و  می gشبه تابع معکوس  -

]و به یک و پوشا و یکنوا ] [ ]: , 0,g a b ®   باشد می ¥
 زیر تعریف به صورترا  nxشبه توان  همچنین

  کنیم: می
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...n

n

x x x x xÅ =    144424443  

)در واقع اگر  ) ( )( )1 .x y g g x g y-= 
)آنگاه  )( )1n nx g g xÅ -=  

و  1یک تابع مولد در تعریف  g فرض کنید :2تعریف 
fff دار تعریف شده روي خط حقیقی  یک تابع کران

]باشد. نگاشت  ]: ,m c a b® اي تابع مجوعه -gf

  شود اگر نامیده می
  

( ]( ) ( ) ( )( )1, (8)m c d g d cf f-= -  
  

با  [C,d]فاصله  بر روي fفرض کنید تابع  :3تعریف 
در فاصله  fاگر  تعریف شده باشد. [a,b]مقادیري در 

(C,d) مانند تابع پذیر و مشتق g  یکنوا باشد مشتق
g(f(x))  بر( ),x c dÎ کنیم: می را مانند زیر تعریف  

 
( ) ( )( ) ( )1 9

d f x dg g f x
dx dx

Å
- æ ö= ç ÷

è ø
  

  
با  [c,d]دو تابع بر روي  f₂و  f₁فرض کنید  :1قضیه 
پذیر  تعریف شوند. اگر هر دو تابع مشتق[a,b]  مقادیري در

  آنگاه داریم:  ،باشند
  

( ) ( )1 2 1 2
2 1 10

d f f d f d ff f
dx dx dx

Å Å Åæ ö æ ö
= Åç ÷ ç ÷

è ø è ø


   

  
 و Åتعریف شده باشد و [a,b] بر gفرض کنید تابع

 ) باشند و همچنین فرض کنید 2)و(1شبه عملگرها در (
f  تابعی کراندار بر روي خط حقیقی وm اي  تابع مجموعه

)باشد. اگر  ]( ){ }1 1
,

n

i i i i
p w x x- =

یک افرازي مرتبی =
 باشد یعنی: [C,d]از 

0 1 2 ... nc x x x x d= £ £ £ £ و =
( ]1,i i iw x x-Î  انگاه مجموع شبه ریمان اشتیلتیس ،

 به صورت زیر تعریف Pبراي افراز  fوابسته به  f تابع
  شود: می

 
( ) ( ]( )1 1,

n
p i i i if f w m x x= -Å = Å   

  

 که طوريه ب
[ ] [ ]: , ,f c d a b® 

  
] تابع :4تعریف  ] [ ]: , ,f c d a b® یک شبه

در بازه fاشتلیتس وابسته به تابع  - انتگرال ریمان
[ ],c d  گویند هرگاه براي هر عدد حقیقیPI  در شرایط
  کند: زیر صدق

0eبازاي هر  د < 0dوجود دار  که <
( ),pd f PI eÅ ]از  Pهاي  براي تمام افراز و > ],c d 

  داشته باشیم:
  

{ }1max ,1i ix x i n d-- £ £ <  
  

بر روي fشبه انتگرال ریمان اشتیلتیس تابع  PIعدد
[ ],c d  به صورتاست و ( )

[ ]

( ),

,c d
pRs fdf

Å

ò
 نشان 

  دهیم. می
 شبه انتگرال ریمان اشتیلتیس f]: اگر 8و6[ 2قضیه 

]روي ],c d  باشد انگاهgof  تابع انتگرال ریمان اشتیلتیس
]روي  ],c d و داریم: است  

  
 )11(( )

[ ]

( ) ( )( ), 1

,

d

c d c
pRs fd g Rs gof df f

Å -=ò ò
  

  
هر دو تابع 2fو  1fفرض کنید  ]:2[ 3قضیه 

]پذیر روي  انتگرال ],c d  با مقادیري در[ ],a b  .باشد
]انگاه به ازاي هر ],a bl Î :داریم  

  
( )

[ ] [ ]
[ ]

[ ]1 2 1, , ,
) ,

c d c d c d
A f f dx f dx c d dx

Å Å Å
Å = Åò ò ò

( )
[ ] [ ], ,

)
c d c d

B f dx fdxl l
Å Å

=ò ò   

[ ][ ] [ ] [ ], , , ,
)

c d e f c d e f
c fdx fdx fdx

Å Å Å

È
= Åò ò ò  

  
تابعی  gتابعی پیوسته و  f]: فرض کنید 4[ 4قضیه 

نگاه براي هر آ ،) باشدc,dمشتق پذیر در بازه (
( ),x c dÎ :داریم  
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[ ]
( ) ( )

,
(12)

c d

d f f c f x
dx

ÅÅ
Å =ò 

  
  معرفی شبه فضاي احتمال

,a] ) فرض کنید b], ,Å   حلقه باشد ویک نیم  (
[ ] [ ], ,a b Í -¥  Sیک مجموعه غیر تهی و  Ωو  ¥+

  باشد. Ωمجموعه هاي  جبر از زیر مجموعه -δیک 
]را به صورت تابعی از  Pشبه احتمال  ]: ,P S a b® 

  کند: می زیر صدق کنیم که در شرایط تعریف می
  

( ) ( )) 0 1i p pÆ = W = 
  

iA,ي دو به دو جدا از هم و ها iAبراي  S i NÎ Î 
  داریم:
  

( ) ( )11
) i i ii

ii p A p A¥ ¥
==

= ÅU  
  

شبه فضاي احتمال گویند. فرض  (Ω,S,P)به سه تایی 
p کنید = goP اگر : Rj W متغیر تصادفی باشد  ®

  گردد. زیر بیان می به صورتjتابع  شبه انتگرال لبگ
  

( )1 (13)dP g gof dpj
Å -=ò ò

  
تابع توزیع  Fانتگرال متغیر تصادفی وjفرض کنید 

اندازه لبگ  باشد ما مفهومی مانند شبه تابع توزیع ، شبه
  کنیم. می اشتیلتیس وشبه انتگرال لبگ اشتیلتیس را تعریف

شبه فضاي  (Ω,S,P): فرض کنید سه تایی5تعریف 
: و احتمال Rj W شبه تابع  متغیر تصادفی باشد. ®
gF:توزیع  R R®  از متغیر تصادفیj زیر  به صورت
  شود. می نوشته

  
( ) ( ) ( ){ }( ):gF x p x p w w xj j= < = <

  

شبه  (Ω,S,P) ]: فرض کنید سه تایی2[ 5قضیه 
gF:و  فضاي احتمال R R®  تابع توزیعی از متغیر

1آنگاه  jتصادفی 
gF g oF-=. 

یک متغییر تصادفی  j]: فرض کنید 2[ 6قضیه 
gFشبه تابع توزیع و gFپذیر،  انتگرال goF= تابع 

f:توزیع آن و R R®.یک تابع اندازه پذیر بورل باشد 
را  gFنسبت به  fآنگاه شبه انتگرال لبگ اشتیلتیس 

  زیر نوشت. به صورتتوان  می
  

( )1
gfdF g gof dF

Å -=ò ò  
  

بین انتگرال لبگ و انتگرال لبگ  ۀدر ادامه رابط
متغیر تصادفی  jکنیم. فرض کنید  می اشتیلتیس را بیان

f:و  Fبا تابع توزیع  R R®  یک تابع اندازه پذیر بورل
آنگاه  ،موجود باشدزیر هاي  باشد و هر گاه یکی از انتگرال

  متغیر تصادفی و fojتابع 
  

(14)fo dp fdFj =ò ò  
  

)]: فرض کنید سه تایی 2[ 7قضیه  , , )S PW  شبه
متغیر j احتمال باشد و همچنین pو فضاي احتمال

gFو gFتصادفی با شبه تابع توزیع  goF=  و
:f R R® پذیر بورل باشد آنگاه تابع  یک تابع اندازه

foj  یک متغیر تصادفی است و  
  
gfo dp fdFj

Å Å
=ò ò گاه یکی از هر  

  
  موجود باشد.ها  انتگرال

  
  ها کاربرد

)در این بخش  )E jÅ  و( )2s jÅ  و( )M tj
Å 

  پردازیم. می نهاآهاي  کنیم و به بررسی ویژگی می را تعریف
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)فرض کنید سه تایی :6تعریف  , , )S PW  شبه
متغیر تصادفی  فضاي احتمال باشد اگر انتگرال

: Rj W   موجود باشد انگاه  ®
( )E dfj j

ÅÅ

W
= < ¥ò  را شبه میانگین متغیر

  گویند. jتصادفی
زیر هاي  متغیر تصادفی باشد آنگاه رابطهj اگر :1لم 
  برقرارند:
  

( ) ( ))A E a E a a Rj jÅ ÅÅ = Å Î  
( ) ( ))B E a E a a Rj jÅ Å= Î! !

( ) ( ))C E E Rl j l j lÅ Å= Î 

( )( ) ( )) ,D E a E a a Rl j l j l lÅ ÅÅ = Å Î  

  
  اثبات:

  میتوان نوشت : 6با استفاده از قضیه 
  

( ) ( ) ( ))A E a a dP dP adP E aj j j j
Å Å ÅÅ Å

W W W
Å = Å = Å = Åò ò ò

( ) ( ) ( ))B E a a dP E aj j j
ÅÅ Å

W
= =ò! ! !

( ) ( ) ( ))C E dP dP El j l j l j l j
Å ÅÅ Å

W W
= = =ò ò   

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

)

.

D E a a dP a dP

dP a dP E a

l j l j l j l

l j l l j l

Å ÅÅ

W W

Å Å Å

W W

Å = Å = Å

= Å = Å

ò ò
ò ò

   

   

  
:فرض کنید  :7تعریف  Rj W یک متغیر  ®

)تصادفی انتگرال پذیردر  , , )S PW  باشد.اگر متغیر
)تصادفی  )2*( ( )Ej j

Å
آنگاه  ،پذیر باشد انتگرال !

 داراي شبه واریانس است به صورت زیر تعریف jگوییم 
  کنیم: می

  
( ) ( )22 ( ( )E Es j j j

ÅÅ Å Å= !  
  

)فرض کنید  :8قضیه  ), ,PSW  شبه فضاي احتمال
  باشد آنگاه رابطه زیر برقرار است:

  
( ) ( ) ( )

2
2 2E Es j j j

Å
Å Å Å Å= !  

  
  توان نوشت: می 4.  1و  2.  1هاي  طبق لم اثبات:

  
( ) ( )( ) ( )( )( )2

2 ( ( ( )) ( ( )E E E E Ej js j j j j j
Å

Å Å Å Å Å Å= = ! ! !  
( ) ( )( )2 2( () ) ( ) ( )( )E E E Ej j jj j jÅ Å Å Å Å ÅÅ= ! !

( ) ( ) ( )2 22 2 ( () )E E Ejj j
Å ÅÅ Å Å Å= - Å

( ) ( )22 ( )E Ej j
ÅÅ Å Å= ! 

 
) فرض کنید سه تایی :8تعریف  ), , PSW  شبه

:فضاي احتمال و  Rj W پذیر  انتگرال متغیر تصادفی ®
tشبه امید  باشد. اگر xe   موجود و( ),t h hÎ و -

0h داراي شبه تابع مولد گشتاور است  jآنگاه گوییم  <
  کنیم: و به صورت زیر تعریف می

  
( ) ( )t x t x

XM t E e e dP
ÅÅ

W
= = ò   

  
)فرض کنید سه تایی :2لم  ), , PSW  شبه فضاي
aباشد. براي هر  احتمال RÎ :داریم  
  

( ) ( )t xe
M t M a tj

Å Å=   
  

)طبق تعریف اثبات: )XM tÅ  داریم: 2و بخش  
  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
t x

t a t a
e

M t E e E e M a tj j
j

Å Å Å Å= = =

    

  

( )2 2)2 ( ( ))(E E Ejj jjÅ Å Å Å Å= Å- 
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): فرض کنید سه تایی 9قضیه  ), ,PSW  شبه
:و فضاي احتمال Rj W  یک متغیر تصادفی باشد.®

  نشان دهید که رابطه
  

( )0

( )
t

d M t
E

dt
j j

Å Å
Å

= =  

  
 همواره برقرار است.

  داریم: 10و  9اثبات: با استفاده از روابط 
  

( ) ( )t xM t E ej
Å =   

( ) ( )( ) t x
t x t x

d E ed M t d de dp t e dP
dt dt dt dt

j j
j

ÅÅ Å Å Å Å

W W

æ ö= = = Åç ÷
è øò ò



 

( )0

( )
t

d M t
dP E

dt
j j j

Å Å
Å Å

= W
= =ò  
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