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  چکیده
در این مقاله به معرفی توزیع وایبل کوماراسوامی و بیان برخی از 

  پردازیم.  هاي این توزیع می ویژگی
مثبت است. هاي  این توزیع یک مدل کاملاً منعطف در تحلیل داده      

هاي  هاي خاص از جمله توزیع توزیع وایبل کوماراسوامی شامل زیرمدل
، وایبل و  ، نمایی نمایی شده ، رایلی نمایی شده نمایی شده  وایبل

همچنین توزیع جدید نمایی کوماراسوامی است. عبارات صریح براي 
روي  سازي بر شبیه ها و همچنین نتایجی از  ، تابع مولد گشتاور گشتاورها

 دهیم. توزیع را ارائه می
  

  واژگان کلیدي
  .نرخ شکست ،توزیع وایبل ،توزیع کوماراسوامی

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Abstract 
In this article, we introduce the Kumaraswamy 
Weibull distribution and discuss some features 
of this distribution. 

That is a quite flexible model in analyzing 
positive data. It contains special sub-models 
the exponentiated Weibull, exponentiated 
Rayleigh,exponentiated exponential,Weibull 
and also the new Kumaraswamy exponential 
distribution, Explicit Expressions for moments, 
moment generating function, and also we pre-
sent the results of the simulation on the distribu-
tion. 
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  مقدمه
هاي  توزیع وایبل یک مدل خیلی مشهور است که در دهه

، مهندسی و مطالعات  ها در واقعیت بندي داده اخیر براي مدل
شود. نیاز به ساختارهاي  زیستی به طور گسترده استفاده می

هاي کاربردي  شده توزیع وایبل در بسیاري از حوزه نمایی
  شود.  احساس می

شده براي  از یک توزیع وایبل نمایی ]3[ در  به طور مثال 
ها استفاده  بندي ارتفاع ماکسیمم و معنادار موج مدل
است. بیشتر آماردانان در مورد عبارت طولانی استفاده از  شده

هاي وایبل در بسیاري از  شده توزیع ساختارهاي نمایی
 هاي کاربردي ناآگاه هستند.  حوزه

(که   اراسوامیدر این بخش به معرفی توزیع وایبل کوم
جامع از   توصیفی پردازیم و  می دهیم)  نشان می   KumW با 

   م.دهی هاي ریاضی آن ارایه می ویژگی
با در نظر گرفتن تابع توزیع تجمعی وایبل با پارامتر 

cشکل  > λو پارامتر مقیاس  0 >  یعنی 0
 G�,�(x) = 1 − exp {−(λx)�} 

  
تابع چگالی احتمال و تابع توزیع تجمعی وایبل 

  ]1است [ کوماراسوامی به صورت زیر
 f(x) = abcλ�x���[exp{−(λx)�}]��� {1 − [1 − exp{−(λx)�}]�}���      )1(            
  و
 F(x) = 1 − {1 − [1 − exp{−(λx)�}]�}� 

)2( 
  

) به صورت 1( مطابق با KumWبا توزیع  Xمتغیر  X~KumW(λ, c, a, b) شود. می نشان داده  
  است تابع نرخ شکست به صورت زیر

  τ(x)= abcλ�x���exp {−(λx)�}[1 − exp(−(λx)�}]���1 −  [1 − exp(−(λx)�}]�  

  

و نمایی   ) EW ( ، وایبل نمایی شده هاي وایبل توزیع
) به 1( هاي ترین زیر مدل به روشنی مهم  ) EE ( شده نمایی
aازاي  = b = 1 ،b = cو  1 = b =   د.هستن 1

د. کرمشاهده  1 توان در جدول هاي دیگر را می زیر مدل
هاي فهرست  توزیعتر از  سیار منعطف) ب1( بدیهی است که
  .است 1 شده در جدول

  
 توزیع  KumW   b a c λ توزیعهاي  زیرمدل برخی .1جدول 

 نمایی کوماراسوامی - 1 -  -

 ریلی کوماراسوامی - 2 - -

 وایبل نمایی شده - - - 1

 نمایی نمایی شده - 1 - 1

 وایبل - - 1 1

 رایلی - 2 1 1

 نمایی - 1 1 1

  
هیچ دارد.  cو  a ،b سه پارامتر شکل   KumW توزیع 

،  توزیع چهار پارامتري دیگر که با این تعداد پارامتر شکل
پذیري بیشتر  وجود ندارد. سه پارامتر شکل موجب انعطاف

نشان خواهیم داد که توزیع  شود. بعداً می   KumW توزیع 
 KumW   هاي  پنج شکل شکست اصلی یعنی نرخ شکست

تک مدي را داراست.    و گودالی ،  ولی، نز ، صعودي ثابت
  KumW همچنین در ادامه نشان خواهیم داد که توزیع 

هاي بهتري از تمام  ، برازش حداقل براي دو مجوعه داده 
فراهم  )  EEو  EW هاي مهم آن (یعنی وایبل و  زیرمدل

هاي چهار پارامتري دیگري که تمام این  کند. مدل می
هایی وجود  ، وجود ندارد. اگر چنین مدل ها را دارا باشد ویژگی

، عملکرد آنها با توجه  داشته باشد یا در آینده توسعه داده شود
بندي مجموعه  هاي شکست و توانایی آنها در مدل به نرخ
  شود. هاي مختلف تعیین می داده
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  بسط تابع چگالی احتمال
1}با بسط دادن عبارت  − G�(x)}���  در معادله تابع

توان آن  می احتمال توزیع کوماراسوامی تعمیم یافتهچگالی 
  را به صورت زیر نوشت

  f(x) = ∑ (��)����� h(���)�(x)����  )3                (  

  
h�(x)که  = ag(x)G���(x)  تابع چگالی احتمال
را نمایش  G(a,1(یا توزیع  a شده با پارامتر  نمایی     Gتوزیع
bوقتی  ]2[ دهد می > در  j ، اندیس عددي صحیح باشد 0

bمجموع بالا در  −   شود. می متوقف 1
دهد که تابع چگالی احتمال  نتیجه می) 3معادله (

 Kum-G   اي از توابع چگالی آمیخته G(a,   .است بتا (1
براي توزیع وایبل و بسط ) 3( با به کار بردن معادله

توان تابع چگالی احتمال  ، می اي حاصل دادن دو جمله
 KumW    را به صورت یک آمیخته دوگانه از توابع چگالی

  احتمال وایبل بیان کرد
 f(x) = ∑ w�,�g��,�(x)��,���    )4          (  
 

�λکه  = λ(k + تابع چگالی   g��,�(x) و �/�(1
 �,�wو ضرایب  است  cو  �λاحتمال وایبل با پارامترهاي 

  ندهست به صورت زیر
 w�,� = ab(−1)���k + 1  

  
bاگر  >  معادله در j، اندیس  عددي صحیح باشد 0

bدر  )4( − aو اگر  شود می متوقف 1 > ،  صحیح باشد 0
a(jدر  k اندیس + 1) −   شود. می متوقف 1

�,�w توان آمیخته دوگانه را با استفاده از تعریف می  = ∑ w�,�����   .به یک آمیخته تکی کاهش داد 
 بنابراین تابع چگالی احتمال و تابع توزیع تجمعی توزیع

 KumW    تواند بر حسب توابع وایبل متناظر به صورت  می
 زیر نوشته شود

 f(x) = � w�,�g��,�(x)�
���  

F(x) = � w�,�G��,�(x)�
���  

  
در  j، اندیس  عددي صحیح باشد bدر معادله بالا اگر  b − در  k ، اندیس صحیح باشد aو اگر  شود می متوقف 1 a(j + 1) −   شود. می متوقف 1

  
  شکل

هاي تابع چگالی احتمال و تابع شکست  در این بخش شکل
  ست ازا عبارت   KumW راي توزیع ب �log�f(x) آوریم. مشتق اول می به دسترا    KumW توزیع 
  d log{f(x)}dx= c − 1x − cλ�x���+ (a − 1)cλ� x��� exp{−(λx)�}1 − exp{−(λx)�}− a(b − 1)   cλ� x��� exp{−(λx)�} [1 − exp{−(λx)�}]���1 − [1 − exp{−(λx)�}]�  

  
  ندهستهاي معادله زیر  ریشه f(x)بنابراین نماهاي 

  c − 1x − cλ�x���+ (a − 1)cλ� x��� exp{−(λx)�}1 − exp{−(λx)�}= a(b − 1) cλ� x��� exp{−(λx)�} [1 − exp{−(λx)�}]���1 − [1 − exp{−(λx)�}]�   
)5(  
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ممکن است بیشتر از یک ریشه داشته باشد. ) 5معادله (
x اگر = x� ) آنگاه بسته به ) باشد، 5یک ریشه معادله

ω(x�) اینکه < ω(x�)یا  0 > ω(x�)یا  0 = 0 
، مینیمم موضعی یا نقطه عطف  نقطه ماکسیمم موضعی

ω(x) که است = d2 log{f(x)}/dx2  است. 
به ازاي    KumW نمودارهاي تابع چگالی احتمال 

    است.  آورده شده 1 مقادیر پارامتر انتخاب شده در شکل

 

  
  

کواراسوامی به ازاي  توزیع چگالی تابع نمودارهاي .1 شکل
  مقادیر مختلف پارامترها

  
اي  شامل هیچ تابع پیچیده   KumW تابع نرخ شکست 

تواند به آسانی به صورت عددي محاسبه شود.  نیست و می
پذیر  هاي کاملا انعطاف بندي داده علاوه بر این براي مدل
به ازاي    KumW هاي نرخ شکست  است. نمودارهاي شکل

  است. داده شده 2 برخی مقادیر پارامتر در شکل
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  KumW توزیع شکست نرخ نمودارهاي .2 شکل
  

  گشتاورها
معمولی توزیع  ، مرکزي و ، معکوس گشتاورهاي فاکتوریل

 KumW   یا  تواند از یک ترکیب خطی موزون متناهی می)
گشتاورهاي   هر دو صحیح باشند) از bو  a نامتناهی اگر

 s شوند. به طور مثال گشتاور  مربوط به توزیع وایبل محاسبه
يام توزیع  λوایبل با پارامترها به صورت  cو    μ�� = Γ(�� + 1)λ�� و سپس گشتاور تعمیم داده  است

  استبه صورت زیر   KumW ام از توزیع  s شده

  E(X�) = λ��Γ � ����� ∑ w�,�(k + 1)�������  )6                          (  
  

در  k، اندیس  صحیح باشد aاگر  )،6در معادله ( a(j + 1) − عددي  bدر حالی که اگر  شود می متوقف 1
bدر  j، اندیس  صحیح باشد − . به ازاي شود می متوقف 1 a = b = توزیع  s) به طور دقیق گشتاور 6معادله ( 1
  دهد. وایبل را می

تواند از  هاي چولگی و خمیدگی می حال اندازه
  گشتاورهاي معمولی با استفاده از روابط معلوم محاسبه شود.

  
  تابع مولد گشتاور

) 1یک متغیر تصادفی با تابع چگالی احتمال ( Xفرض کنید 
M(t)و تابع مولد گشتاور  = E[exp(tX)]  باشد. دو

  آوریم. می به دست M(t)نمایش براي 
  M(t) = ∑ v�,�I�(t)���� , )7                  (  

  
  که
  
 λ� = λ(k + 1)��،  
 v�,� = cλ�w�,�(k + 1)،  
 v�,� = ∑ v�,�����   

I�(t)و  = ∫ x���exp {tx −�� (λ�x)�}dx است .  
b) در �,�v(در ضریب  j)، اندیس 7( معادلهدر  − 1 
در  k صحیح باشد در حالی که اندیس b شود اگر میمتوقف  a(j + 1) − اولین . صحیح باشد a شود اگر میمتوقف  1

ا استفاده از تابع فوق هندسی تعمیم  I�(t) نمایش براي
  شود: داده شده رایت به صورت زیر نتیجه می
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I�(t)= � t�m! � x����� exp{−(λ�x)�} dx�
�

�
���           
= 1cλ�� � � �����m! Γ(mc�

��� + 1)                = ����� 1Ψ0 �(1,1/c)− ; ���� )8(                
  

cبه شرط این که  > ) 8) و (7. با ترکیب معادلات ( 1
c (به شرط این که >   ) داریم1

 
 M(t)= c��λ�� � v�,�(k + 1)��

��� 1Ψ0 �(1,1/c)− ; tλ�� 

  
. از است تابع میژر Gبر اساس  M(t)نمایش دوم براي 

براي یک تابع  exp {−g(x)}G�,��,�(g(x)|0)نتیجه  g(.  آید می به دستبه صورت زیر  I�(t)دلخواه،  (

 I�(x) = � x��� exp{sx − (λ�x)�} dx�
�  

=∫ x���exp (sx)G�,��,� �λ��x�|−0� dx��    
  

cکنیم که  می حال فرض = p/q  کهp ≥ و  1 q ≥   ند. ا اعداد صحیح نسبت به هم اول 1
 I�(t) انتگرالتوجه کنید که این شرط براي محاسبه 
تواند به وسیله  محدودیت نیست چون هر عدد حقیقی می

زده شود. با استفاده از معادله  یک عدد گویا تقریب
  آورد به دستتوان رابطه زیر را  می] 4[ ) در2.24.1.1(

 I�(t) = p����(−t)��(2π)���� �� G�,��,� 

⎝⎛(λ�c)�p�(−t)�q� |1 − cp , 2 − cp , … , p − cp0, 1q , … , q − 1q ⎠⎞ 

  
  

  معادله آخر داریم) و 7با توجه به (
  

M(t) = p����(−t)��(2π)���� �� v�,�G�,��,� 

⎝⎛(λ�c)�p�(−t)�q� |1 − cp , 2 − cp , … , p − cp0, 1q , … , q − 1q ⎠⎞ 

  
هاي خاص براي تابع مولد گشتاور  واضح است فرمول

، رایلی  شده ، وایبل نمایی هاي نمایی کوماراسوامی توزیع
گذاري پارامترهاي  نمایی شده و وایبل با استفاده از جاي

  آید. می به دستمعلوم در نمایش بالا 
  

  شبیه سازي
وجود دارد. ) KumW  )1 سازي از توزیع  دو روش براي شبیه

کنیم. توجه کنید که تابع  ابتدا از روش معکوس استفاده می
 ت از) عبارت اس1( توزیع تجمعی معکوس متناظر با معادله

 F��(u) = G��{�1 − (1 − u)�����} 
  

G��(z)که  = λ��[− log(1 − z)]�/�  تابع
  . استچندك مبنا 

ه ب G(x) به آسانی از تابع چندك F(x) تابع چندك
را از    KumW توان متغیرهاي  بنابراین می ؛آید دست می

  رابطه زیر تولید کرد
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X= λ��[− log{1− �1 − (1 − U)�/����}]�/� 
  

 (0,1) یک متغیر یکنواخت روي بازه واحد Uکه 
  باشد. می

بر اساس    KumW سازي از توزیع  روش دوم شبیه
a باشد. که اگر روش رد می ≥ bو  1 ≥ ، برقرار  اشدب 1
 کنیم را به صورت زیر تعریف می M است. ثابت

 M = a�b(a − 1)���/�(b − 1)���(ab − 1)���/�  

  
  KumW سازي متغیرهاي  آنگاه طرح زیر براي شبیه

  برقرار است: 
  

1. X = x  را از تابع چگالی احتمال
 سازي کنید. شبیه g�,�(x)وایبل 
2. Y = UMg�,�(x) سازي  را شبیه

یک متغیر یکنواخت روي بازه واحد  Uکنید که   است. (0,1)

3. X = x  را به عنوان متغیرKumW 
Yبپذیرید اگر  < f(x)  و اگرY ≥ f(x)  2به گام 

 برگردید.

  

  مثال کاربردي
،   ]5[ داده مطالعه شده دربا استفاده از مجموعه در این بخش 

 دهیم. انعطاف و کاربردي بودن مدل پیشنهادي را نشان می
،    KumW    ، EW هاي  بدین منظور نتایج برازش توزیع

 EE   دهیم. و وایبل را براي مجموعه داده ارایه می  
(و خطاهاي استاندارد منتاظر در پارامترها) هاي  2جدول 

 ، (معیار اطلاع اکایک)    AICهاي  پارامترها و مقادیر آماره
 BIC    (معیار اطلاع بیزي) و CAIC  ) معیار اطلاع اکایک

 دهد. ه میئرا براي چند مدل ارا سازگار)
کمترین    KumW دهد که مدل  این نتایج نشان می

هاي  را در میان تمام مدل   CAIC و    AIC    ، BIC مقادیر 
تواند به عنوان بهترین  برازش شده را دارد و بنابراین می

  مدل انتخاب شود.
  

  
  
  
  

  
  
  

 BICو  AIC ،CAICولتاژ و مقادیر هاي  داده براي مدل پارامترهاي MLE .2جدول 

 a b c λ AIC CAIC BIC مدل
KumW 0.0516 (0.0241) 0.2288 (0.0905) 7.7026 (0.2191) 0.0043 (0.0003) 352.3 353.9 357.9 

EW 0.1334 (0.0253) 1        - 7.2105 (0.2009) 0.0031 (0.0002) 359.6 360.5 363.8 

EE 1.1543 (0.2734) 1         - 1          - 0.0062 (0.0014) 374.2 374.7 377.0 

Weibull 1    - 1           - 1.2650 (0.2044) 0.0053 (0.0008) 372.6 373.1 375.4 
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