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  چکیده
معرفی و روش محاسبه   استرلینگهاي  اي جملهدر این مقاله ابتدا چند

 ها را بیان از انتگرالاي  و کاربردشان در حل رده  Rافزار  آنها در نرم
،  مرتبهاي  ، گشتاورهاي آماره کنیم که در محاسبه گشتاورها می

آماري بر حسب این نوع هاي  در توزیع رنی و شانون و...هاي  آنتروپی
 دو، گشتاورهاي  آن ها، نقش بسزایی دارد. سپس با استفاده از  انتگرال

  .آوریم می را به دستها  مرتبط با این انتگرالتوزیع آماري 
  
  کلیديگان واژ

  .هاي استرلینگ، انتگرال، گشتاورها اي چند جمله
  
  
  
  

  
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

Abstract 
This article first introduces the sterling polynomials 
and expresses the calculation methods in software R 
and their application in resolving a class of integrals 
which play an important role in the calculation of 
torques, torques of order statistics, Renyi and Shan-
non entropies in statistical distributions based on this 
type of integrals. Then, we obtain the torques of the 
two statistical distributions related to these integrals. 
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  مقدمه
د. کرمعرفی  راهاي استرلینگ  اي چند جمله) 1934( وارد
استرلینگ که هاي  اي جملهچند  ةبسیار مهم در باراي  رابطه

)با نماد  ).ny شود و در بخش دوم بیشتر  می نشان داده
صورت زیر که به دارد د شود وجو می آن توضیح داده ةباردر

  است.
|براي  | 1z Rdو هر > Î :داریم  
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هاي مختلف اثبات  ) را به روش1) رابطه (1934 ،(وارد

کاستلارس و ( و به کاربردي از آن اشاره نکرده است.  کرد
اي  ) شش چند جمله1934 ،) با استفاده از (وارد2014 ،لمونته

که در بخش دوم به  کرده استاسترلینگ اول را محاسبه 
توان تابع  می شود. همچنین نشان داد که می آن اشاره

را به صورت یک   توزیع وایبول تعمیم یافتهچگالی احتمال 
نداراجا (   استرلینگ نوشت.هاي  اي جملهترکیب خطی از چند 

نیز به  )2012 ،همکاران پینهو و  (و ) 2015 ،و همکاران
)کمک بسط مک لورن  )log 1 z- و سپس تبدیل

( )( )δlog 1 z- به محاسبه  تر به بسط هایی پیچیده -
مرتب، میانگین هاي  گشتاورهاي مرکزي، گشتاورهاي آماره

بن فرنی و لورنتز پرداختند به هاي  انحرافات و منحنی
استرلینگ و هاي  اي جملهکه در این دو مقاله به چند  طوري

کاربردهاي آن پرداخته نشد. در صورتی که استفاده از رابطه 
ؤثرتر آماري مهاي  توزیعهاي  تواند در محاسبه ویژگی می )1(

این در این مقاله در بخش دوم ضمن توضیحی باشد. بنابر
استرلینگ، الگوریتمی براي هاي  اي جملهبیشتر در باره چند 
 تر که بسیار راحتشود  می ارائه Rافزار  محاسبه آنها در نرم

استرلینگ پرداخت. هاي  اي جملهتوان به محاسبه چند  می
) به 1934 ،(واردهاي  تر از روش متفاوتاي  همچنین به شیوه

پردازیم. در بخش سوم با استفاده از چند  می )1اثبات رابطه (
از اي  استرلینگ یک جواب عمومی براي ردههاي  اي جمله

هاي  تواند در محاسبه ویژگی می هدهیم ک می ها ارائه انتگرال
باشد.  مؤثرها  آماري مرتبط با این نوع انتگرالهاي  توزیع

تر و نشان دادن  همچنین براي توضیح بیشتر و تکمیل
ا، دو ه استرلینگ در انتگرالهاي  اي جملهکاربردي از چند 

ده و گشتاورهاي مرکزي آنها توزیع آماري را انتخاب کر
 ته نتایج به دست آمده در بخش سوممحاسبه شده است. الب

آماري مانند هاي  توزیعهاي  تواند در محاسبه دیگر ویژگی می
رنی و شانون، هاي  مرتب، آنتروپیهاي  گشتاورهاي آماره

نیز  4 در بخشد. اشاره کربن فرنی و لورنتز هاي  منحنی
  .نتایج مقاله آورده شده است

  
  هاي استرلینگ اي چند جمله
)د هاي استرلینگ را با نما اي چند جمله ).ny نشان 

  کنند. می که در رابطه زیر صدق دهیم می
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mه در آن ک

nH  ابطور اعداد صحیح مثبت هستند و درها  
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) در این مقاله ضرایبکنند.  می صدق ).mr  را

استرلینگ به صورت زیر تعریف و هاي  اي جملهبرحسب چند
  کنیم. می از آن استفاده
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شش   )1( ) به کمک رابطه 2014، استلارس و لمونته(ک

ازاي هر ه ب استرلینگ را هاي  اي جملهجمله اول چند 
w RÎ اند و به صورت زیر ارائه داده اند محاسبه کرده.  
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mمحاسبه  ةاکنون نحو
nH  و ها( ).ny  در نرم ها

در آن  .آمده است 1جدول  ایم که در را ارائه داده Rافزار 
( ) ( ),n w psi w ny ، v و منظور از =

{ }0 1 1, , , p
p p pH H H ، w و منظور از ¼- {H���� , H���� , … , H���� است. براي محاسبه  {

( ).ny  در هاR م از ستون یازدهگام اول تا گام  باید ابتدا
 موجود در ستون دوم نوشته ۀو سپس برنام 1اول جدول 

توان با  می این به راحتیشود تا برنامه اجرا گردد. بنابر
)استفاده از این الگوریتم،  ).ny  را محاسبه کرد. مثلاًها 

( ) ( )1 1 1,1 0.208333psiy = =.  
  

mمحاسبه ةالگوریتم نحو .1جدول 
nH  وها( ).ny ها 

محاسبه ةالگوریتم نحو
( ).ny ها  

mمحاسبه ةالگوریتم نحو
nH 

  ها
psi<- function(x,p) 
if(p==0) return(0.5) 
p <- p+1 
X <- rep(1,p) 

for(i in 2:p) 
X[i]<--X[i- 
1]*(x+i)/(p+i) 
H <- 1 
while(length(H) 
<p)H<- 
Stnumbers(H) 
psi <- rev(H)*X 
psi <- (-1)^ (p- 
1)*sum(psi) 
/factorial(p+1) 

1)Stnumbers<-   
function(v){ 
2)p<- length(v)+1 
3)if(p==2)  
return(c(3,1)) 
 4)w <- c(rep(0,p- 
1),1) 
5)w[1]<-  
v[1]*(2*p-1) 
 6)for(i in  
2:length(v) 
7)w[i]<-(2*p- 
i)*v[i]+(p- 
i+1)*v[i-1] 
8)return(w) 

return(psi) 
} 
psi(1,1) 
0.2083333 
psi(1,2) 
0.04166667 

9)} 
10)v<-c(3,1) 
11)Stnumbers(v) 
15 10 1 
V<-c(15,10,1) 
Stnumbers(v) 
105 105 25  1 

  
کنیم که  می مهم اشارهاي  اکنون در این بخش به قضیه

  ها دارد. از انتگرالاي  نقش مهمی در حل رده
1zکه  dو z: بازاي هر1 قضیه δو  £ RÎ 

  داریم:
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کنیم که در  می اشارهاي  به رابطه 1قبل از اثبات قضیه 

  کنیم  می اثبات این قضیه از آن استفاده
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i,که در آن ضرایب  jc  کند. می در رابطه زیر صدقها  
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به   )4) و (3( براي اطلاعات بیشتر درباره رابطه 

اکنون به اثبات  رجوع شود.  )2007 ،گرادشتین و ریزهیک(
  پردازیم. می قضیه

log(1 با توجه به بسط مک لورناثبات:  )z-  و به
  داریم: 1کمک قضیه 
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  از طرفی داریم:

  
1

0
0

2
1

3
2

( ) ( )

( 1)

( 2)

....

m
m

m

z z z

z

z

d d d

d

d

r d dy d

dy d

dy d

¥
+ +

=

+

+

= +

+ +

+ +

+

å

)8(   

  
) 8) در رابطه (2ها از رابطه (ny(.)گذاري با جاي
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5m توان براي می همین ترتیببه    ، رابطه ³

, 1( 1)m md md dy d-= + -  

 قضیه ثابت )9(و ) 7( با مشاهده روابط  را ثابت کرد.
  .شود می

   
  استرلینگ هاي  اي جملهکاربرد چند 

  هاي زیر را در نظر بگیرید: انتگرال
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0 که در آن 1v<   داریم: 1است. با توجه به قضیه  >
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  ، تابع بتا و B(.,.)به ظوریکه
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  تابع بتاي ناقص نام دارند.
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 vو  a ،b ،d ازاي مقادیر مشخصی ازه در ادامه ب
محاسبه کردیم که در  1را به کمک جدول  vIو Iمقادیر
  آورده شده است. 2جدول 

 a ،b ،dازاي مقادیر متفاوت به  vIو Iمقادیر .2جدول 
  vو 

a  b  d
 

I  vI  

1/0  5/0  3 5/56-  
/ /I = -0 25 0 0136

 
5/3  2/0  3-  3/447  

/ /I =0 35 0 1811 
7/0  8/1  1 64/0-  

/ /I =0 5 1 1593  
8/0  6/0 -  1-  5/10  

/ /I =0 75 0 3539
 

 
]همچنین با استفاده از رابطه ]log log 1 (1 )u u= - و  -

  داریم: 1به کمک قضیه 
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اکنون براي نشان دادن توضیح بیشتر، گشتاورهاي دو 

استرلینگ به هاي  اي جملهتوزیع آماري را به کمک چند
   آوریم: می دست

زاده و  توزیع بتا وایبول هندسی (یعقوب. 1مثال 
) را که تابع چگالی احتمال آن به صورت 1394 ،همکاران

  :گیریم می زیر است در نظر
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ن ,که در آ , , 0a b a b 0و < 1q< . است >

  ام آن به کمک تغییر متغیر rگشتاور مرکزي مرتبه
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  برابر است با:
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) 2012 ،گاما وایبول نمایی (پینو و مکاران. توزیع 2مثال 

 را که تابع چگالی احتمال آن به صورت زیر است در نظر
  :گیریم می
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