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Abstract 
In some statistical problems we need independ-
ence of two statistic,especially in testing hy-
potheses. With Basu's theorem, we can proof 
independence of two statistic without calculate 
their joint ditributions. In this paper we will give 
applications of this theorem in statistical  testing 
hypotheses as GLRT, UMPUT, compound tests, 
and testing of econometric models. Finally we 
briefly express simulation study for testing hy-
potheses. 
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  چکیده
نیاز به وجود اثبات ها  در برخی مسائل آماري از جمله آزمون فرضیه

بسنده کامل داریم. با استفاده از قضیۀ  ةکمکی و آمار ةاستقلال دو آمار
م دو آماره محاسبه شوند، با داشتن شرایط أباسو بدون این که توزیع تو
کاربردهایی شود. در این مقاله به بیان  می لازم وجود این استقلال ثابت
پردازیم. پیدا کردن توزیع  هاي آماري می از این قضیه در آزمون فرضیه

 هاي یکنواخت ترین آزمون یافته و پرتوان نمایی تعمیم نسبت درست
هاي مرکب و  نمایی براي آزمون هاي درست نااریب، استقلال نسبت

ن تواند چند مورد از کاربردهاي ای می هاي اقتصادسنجی مدلهاي  آزمون
 بیانها  سازي آزمون فرضیه قضیه باشد. در پایان به طور مختصر شبیه
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  مقدمه
آمار و مشهور هاي  قضیه ) یکی از1955(باسو،  1قضیۀ باسو

دهد که در  می هستۀ اصلی استنباط آمار کلاسیک را تشکیل
از ها  د و با این که سالکراثبات آن را باسو  1955سال 

هاي  هنوز از کاربردهاي آن در شاخه ،گذرد می اثبات آن
شود. این قضیه باعث کشف ارتباط  می مختلف آمار استفاده

د که البته شو می کمکی و استقلالهاي  آماره ،بین بسندگی
شد. با استفاده از این  قبل از آن چنین ارتباطی تصور نمی

 ةکمکی و آمار ةم دو آمارأقضیه بدون این که توزیع تو
بسنده کامل محاسبه شوند، با داشتن شرایط لازم وجود 

شود. ما در این مقاله چند  می استقلال این دو آماره ثابت
پردازیم.  می آماريهاي  کاربرد از این قضیه در آزمون فرضیه

نمایی  به عنوان نمونه در پیدا کردن توزیع نسبت درست
نااریب،  یکنواختهاي  ترین آزمون یافته و پرتوان تعمیم
اقتصادسنجی این هاي  مدلهاي  مرکب و آزمونهاي  آزمون
گشا باشد. جایگاه قضیۀ باسو در  تواند کارساز و راه می قضیه

ترین  محاسبه پرتوانبرخی از این موارد به خصوص در 
نااریب با پارامترهاي مزاحم به این  یکنواختهاي  آزمون

صورت است که امید ریاضی مشروط به آمارة بسندة کامل 
تحت فرضیه صفر با اعمال یک سري عملیات جبري به 
صورت امید ریاضی یک آمارة کمکی مشروط به آمارة بسندة 

تفاده از قضیۀ آید و لذا با اس می کامل تحت فرضیه صفر در
شود که  می باسو امید شرطی به امید غیرشرطی تبدیل

کند. همچنین در مواردي که  می تر محاسبات را ساده
نمایی یک آمارة بسندة کامل باشد،  برآوردگر حداکثر درست

یافته که  نمایی تعمیم طبق قضیۀ باسو آمارة نسبت درست
استفاده  کمکی است از مخرج آن مستقل بوده و در پی آن با

 که در ذیل به آن اشارهها  فرمول اساسی گشتاور نسبتاز 
توان توزیع آمارة  می گشتاورهاتر  با محاسبه راحت ،کنیم می

یافته را مشخص کرد. در این  نمایی تعمیم نسبت درست
را با نماد  Yو  Xمتغیر تصادفی  مقاله استقلال دو

X Y^ دهیم.  می نمایش  
هرگاه براي  ها): (فرمول اساسی گشتاور نسبت :1 قضیۀ

X متغیرهاي تصادفی 0Y و  داشته باشیم  ¹
/X Y Y^گاه براي هر  ، آنk Î N :  

  

                                                             
1. Basu’s Theorem 

( )/ /k k kE X Y EX EY=. 

  
kاثبات: براي هر  ÎN   از این که

( / )k kX Y Y^ :داریم  
  

( ) .
k k

k k kX X
EX E Y E EY

Y Y
= =æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
è ø è ø

  
  

تابعی از آمارة بسندة کامل و  Yدر مواردي که 
/X Y است با استفاده از قضیۀ باسو آمارة کمکی 

X/استقلال  Y  وY  نتیجه شده و پس از آن با کمک
X/قضیۀ بالا گشتاورهاي توزیع  Y آیند.  می به دست  

2: در یک نمونۀ تصادفی به اندازة 1مثال  n£ از ،
)2توزیع  , )N m s  با میانگین و واریانس نمونۀX  و

2 21
1 1

( )
n

in i
S X X

- =
= -å بر اساس اصطلاح به کار ،

هاي  آماره )1988 دیوید،(رفته در دانشنامۀ کاتس و جانسون 
)به صورت  2استیودنتیده )1

n

i ii
U a X S

=
= å تعریف 

اند. در حالت خاص  ها ثابتiaشوند که در آن  می
11 -=a ،02 =a ،...،01 =-na  1و=na آمارة ،

استیودنتیده را دامنۀ تغییرات استیودنتیده نامند که برابر است 
)با  ) (1)( )nQ X X S= گذاري این  . دلیل این نام-

است که براي از بین بردن وابستگی توزیع دامنۀ تغییرات 
ه ) 3نمون ) (1 )nW X X=  ،2sبه پارامتر نامعلوم  -
Qرا به صورت  Wتوانیم  می W S=  استیوتنتیده کنیم

بستگی  2sبه پارامتر مجهول  Qکه در این صورت 
، ابتدا متغیرهاي Qندارد. براي محاسبۀ گشتاورهاي 

,..,1تصادفی  XXn کنیم. براي این  می را استاندارد
) تبدیلمنظور با  )i iZ X m s= - ،iZ ها داراي

توان نشان  می شوند. به سادگی می توزیع نرمال استاندارد
  :داد

                                                             
2. Studentized  
3. Sample Range 
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)1که  ,..., )nb b  جایگشت دلخواهی از

1( ,..., )na a و  است
1 1

n n
i ii i

a b
= =

=å åبنابراین  ؛
U  0کمکی است، اگر و فقط اگر

1
=å =

n

i ia از طرف .
)2دیگر  , )X S  2یک آمارة بسندة کامل براي( , )m s 
توان نتیجه گرفت  می پس با به کارگیري قضیۀ باسو ؛است
Uکه  S^  0اگر و فقط اگر

1
=å =

n

i ia ) ،رید
ها  بنابراین با توجه به فرمول اساسی گشتاور نسبت ؛)1988

k) براي هر 1(قضیۀ  ÎN :داریم  
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0که در آن 

1
=å =

n

i ia در حالت خاص که .
11 -=a ،02 =a ،...،01 =-na  1و=na داریم ،

Q S^  و لذا براي هرk Î N:   
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)مستقیم  ۀمحاسب )kQE  مشکل است، اما با استفاده

از نتیجۀ فوق این کمیت با پیدا کردن گشتاور دامنۀ نمونه 
( )kE W  و گشتاور انحراف استاندارد نمونه( )kE S 

شود. به طور مشابه با اختیار  می به راحتی محاسبه
1( ) /V X X S= را  Vهاي توانیم گشتاور می -

  محاسبه کنیم:
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1Yولی چون  X X= داراي توزیع  -
(0,( 1) / )N n n-  ،است  

 
21

2 ( 1) /
0 0( ) ( )k k

k k

n t nK d d
Y t tdt dt

E Y M t e -
= == =

  
)(و بنابراین  kVE  دیوید،(قابل محاسبه خواهد بود 

بینی  پیش Sرا از روي  Wتوان  می همچنین. )1981
Qکرد. این بار هم استقلال  W S=  وS  و در پی آن

  دهد: می نتیجه )1(قضیۀ ها  فرمول اساسی گشتاور نسبت
  

( ) ( / ) ( ) / ( ).k k k kE Q E W S E W E S= =  
  

  خطی خواهد بود: Sروي  Wبنابراین رگرسیون 
  

( )

[ ] ( )
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( ) / ( ) .
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  همچنین: 
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  برابر است با Wو  S ضریب همبستگی بین
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 به طوري که

0 ( , ) ( ) / ( )e V U Var U Var Vq q£ = 
  .است Uنسبت به  Vکارایی 

  
 p 1دو متغیر تصادفی ویشارت 2Sو  1S: اگر 2مثال 

و درجه  S بعدي مستقل با پارامتر مقیاس مشترك
باشند به طوري که  2mو  1mهاي  آزادي

1 2max( , )m m p³  بدون از دست دادن کلیت)
21کنیم  می فرض مسئله mm را به  2ویلکز-L). آمارة ³

L/صورت  = 1 1 2S S + S بنابراین: ؛کنیم می تعریف  
  

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

/

/ .

L - - - -
1 1 2

- - - -
1 1 2

= Σ S Σ Σ S + S Σ

= Σ S Σ Σ (S + S )Σ
  

  
1حال اگر 

1

m

i=å T
1 i iS = YY 2و

1

m T
jj=

= å2 jS Z Z 

ها متغیرهاي تصادفی مستقل و iZها و iYکه  به طوري

                                                             
1. Wishart 
2. Wilk’s L -Statistic 

)توزیع  هم )pN 0,Σ گاه توزیع  باشند، آنL  بهΣ 
یک آمارة کمکی است. همچنین  Lبستگی ندارد، یعنی 

1داریم  2S + S  آمارة بسندة کامل برايΣ  است، لذا
1از  Lطبق قضیۀ باسو  2S + S  و در نتیجه هر تابع از

1آن به ویژه از  2S + S توجه به  مستقل است. بنابراین با
) براي هر 1(قضیۀ ها  فرمول اساسی گشتاور نسبت

k ÎN،1 1 2/k kkE E EL = S S + S با توجه .
گشتاورهاي  ،بستگی ندارد Σبه  Lبه این که توزیع 

pΣطرف راست تساوي فوق را تحت = I محاسبه 
11,هم توزیع با  1Sکنیم. تحت این فرض  می

p
ii

W
=Õ 

2ها مستقل و با توزیع 1iW,است که 
11 +-imc به هستند .

1ابه طور مش 2S + S 21,توزیع با  هم

p
ii

W
=Õ  است

2ها مستقل و با توزیع 2iW,که 
121 +-+ immc از هستند .

 دو متغیر تصادفی Vو  Uدانیم که اگر  می طرف دیگر

2هاي  مستقل با توزیع
nc  2و

mc  باشند/ ( )U U V+ 
)داراي توزیع  , )Beta n m بنابراین  ؛خواهد بودKEL 

kبراي هر  ÎN  برابرk امین گشتاور حاصل ضربp 
متغیر تصادفی مستقل بتا خواهد بود. این مطلب منجر به 

 pضرب  توزیع با حاصل هم Lشود که  می این نتیجه
  .)2002 گوش،( متغیر تصادفی بتاي مستقل است

اکنون به بیان کاربردهایی از قضیۀ باسو در آزمون 
بعدي به هاي  پردازیم. در بخش می آماريهاي  فرضیه

نسبت تفضیل کاربردهایی از این قضیۀ در پیدا کردن توزیع 
 یکنواختهاي  ترین آزمون یافته و پرتوان نمایی تعمیم درست

هاي  مدلهاي  مرکب و آزمونهاي  نااریب، آزمون
دهیم. در پایان  می اقتصادسنجی را مورد بررسی قرار

 شود. می معرفیهاي  سازي آزمون فرضیه شبیه
,...,1 کنیم می : فرض3مثال  XXm 1 و,....,nY Y 

2 به ترتیب دو نمونۀ تصادفی مستقل از توزیع
1 1( , )N m s 

2 و
2 2( , )N m s 0 باشند. آزمون 1 2:H m m=  وقتی را

2 هیچ فرضی مبنی براین که
2

2
1 ss  ،باشد نداریم =

متعددي براي حل این هاي  راهگویند.  3فیشر- مسألۀ بهرنس
 4ها، حل ولش له پیشنهاد شده است. یکی از این روشمسئ

                                                             
3. Behrens-Fisher problem 
4. Welch’s solution 
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استیودنت -t این روش آمارة زیر که داراي توزیع است. در
2fبا درجۀ آزادي  m n= +  است را در نظر -

    گیریم: می
2 2

1 2( ) / / / .wT X Y S m S n= - +  
  

چگونگی محاسبه احتمال خطاي نوع  )1971(وانگ 
اول براي روش ولش را بررسی کرد، به این صورت که با 

2اختیار  2
2 1r s s=  براي تابعی مثلh :داریم  

  
( )2 2

, 1 2( ) ( ) ( , , , )w fP T t P T h m n S Sa r a³ = ³

 
  و نیز:
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)احتمال بالا از این که  ۀبراي محاسب )T r  داراي

2mاستیودنت با -t توزیع n+ و در  درجه آزادي -
2نتیجه مستقل از  2

1 2S S کنیم. می است، استفاده 

)استقلال  )T r  2و 2
1 2S S  باز هم با استفاده از قضیۀ

معلوم فرض شود  rشود، زیرا اگر  می باسو نتیجه
2 2

1 2S S یک آمارة کمکی است و لذا از آمارة بسندة کامل  
2 2

1 2( , , ( 1) ( 1) )T X Y m S n S r= - + -  
)به ویژه  Tو بنابراین از هر تابع  )T r  مستقل

هیچ تأثیري روي توزیع توأم rاست. فرض معلوم بودن 
( )T r  2و 2

1 2S S  ندارد و لذا نتیجه براي حالتی که
r 1998 بوس و هاگز،( نامعلوم است، نیز برقرار است(   

 
n,..., کنیم می : فرض4مثال  1X X  یک نمونۀ

  تصادفی از توزیع
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  خواهیم استقلال آمارة می

 2 2
1 2 1 2( , , , )T X X S S=  و ضریب همبستگی

  اي نمونه
1 1 2 2 1 21
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i ii

R X X X X S S
=

= - -å  
  

: را تحت فرضیه 0H r =o نشان دهیم که در آن  
   

1
1

2 2
1
( ) ; 1,2.

n
j jin i

n
j ji ji

X X

S X X j
=

=

=

= - =

å
å

  

  
آمارة  ، با توجه به قضیۀ باسوr=0 اگر فرض کنیم

),,,( براي Tبسندة کامل  2
2

2
121 ssmm  از آمارة

مستقل است. اکنون با توجه به این نتیجه و  Rکمکی 
2 همچنین استقلال توأم 2

2 1 2 1, , ,S S X X توانیم  می
2استقلال توأم  2

2 1 2 1, , ,S S X X  وR را تحت فرضیه 
H o بنابراین تابع چگالی توأم این پنج آماره  ؛نتیجه بگیریم

ها  آناي  حاشیههاي  ضرب تابع چگالی به صورت حاصل
 1بندي نیمن اکنون با توجه به قضیۀ دسته شود. می نوشته
گیریم که تابع چگالی توأم این پنج آماره براي هر  می نتیجه

( 1,1)r Î  شود می دلخواه به صورت زیر تجزیه -
  :)1938مادو، (

  
2 2

1 2 1 2

2 2
1 2 1 2, , , ,

2 2
2 2 1 2 1 2

0,0,1,1,0 1 2 1 2

( , , , , )

( , , , , )( , , , , )
(0,0,1,1,0 )

q x x s s r

Lq x x s s r
L

m m s s r

m m s s r
=

  
نمایی تحت مقادیر  تابع درست L(.) که در آن

   .)1938هاگ و کرایگ، ( مشخص شده است
  

                                                             
1. Neyman’s Factorization Theorem 
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 نمایی تعمیم توزیع نسبت درست پیدا کردن
 یافته

ترین و  نمایی یکی از قدیم زمون نسبت درستروش آ
در سال  که هاست آزمون فرضیه ۀدر نظریها  مفیدترین روش

د. نقشی که این کردنمطرح آن را نیمن و پیرسن  1928
داراست، همانند نقش روش ها  روش در نظریه آزمون فرضیه

اساس این روش  برآوردهاست. نمایی در نظر ماکزیمم درست
 یافته به این صورت است که اگر در حالت تعمیم

1,..., XXn  یک نمونۀ تصادفی از توزیعی با پارامتر
0 1q ÎQ = Q È Q  باشد که در آن{ }0 1,Q Q  یک
است، در این صورت براي آزمون فرضیه  Qافراز از 

00 : QÎqH  1در مقابل 1:H q ÎQ  روش آزمون
) 1یافته نمایی تعمیم نسبت درست )GLRT  ناحیۀ رد زیر
  کند: می را پیشنهاد

  
00 ˆsup ( ) ( )

0sup ( ) ˆ( )
( ) L L

L L

q q
q q

l lQ

Q
= = <x  

  
$که 

0q  و$q  به ترتیبMLE  برايq  تحت فرضیه
0H  0و 1H HÈ 0د و هستن [0,1]l Î  عددي ثابت

از آمارة  ،یک آمارة بسندة کامل باشد q$حال اگر  است.
)یافته یعنی  نمایی تعمیم نسبت درست )l lº X  که

یک آمارة کمکی است مستقل خواهد بود (قضیۀ باسو) و در 
) 1(قضیۀ ها  فرمول اساسی گشتاور نسبتپی آن به کمک 

  شود. می نمایی مشخص به راحتی توزیع آمارة نسبت درست
,...,1کنیم  می : فرض5مثال  XXn  یک نمونۀ

),( تصادفی از توزیع qmqm +-U  باشد. تابع
 نمایی این نمونۀ تصادفی به صورت درست

( ) ( 1 )( , ) ( 2 ) ( ) ( )n

nL u x u xq m q m q m q-= + - - +

نمایی براي  بنابراین آمارة آزمون نسبت درست ؛باشد می
:آزمون  0H m =o است با:  برابر  
  

( ) ( 1 )

( ) ( 1 ) ( 1 )

( ,0 )
(( )/ 2 ,2 ) 2( ) n

n

nX XL Z
L X X X Zl -

-
é ù= = ë ûX  

                                                             
1. Generalized Likelihood Ratio Test 

)max,(که در آن  )()1( nXXZ آمارة بسنده  =-
Hاست. با توجه به این که تحت فرضیه  qبراي پارامتر  o 

)توزیع  )l X  به پارامترq  بستگی ندارد، به کمک قضیۀ
)و  Zباسو  )l X بنابراین با به کارگیري  ؛اند مستقل

  ) داریم:1(قضیۀ  ها فرمول گشتاور نسبت
  

  
( ){ }[ ]
{ }

{ }
( ) (1 )

exp 2 ln ( )

exp 2 ln( )
.

exp 2 ln( 2 )

n
n

n

E it

E it X X

E it Z

l-

- -
=

-

é ùé ùë ûë û
é ùé ùë ûë û

X

  

  
/1براي  2q اگر از طرفین تساوي بالا وقتی  =

¥®n شود که  می حد بگیریم به سادگی دیده
2ln ( )l- X  2به توزیع

2c هاگ و (کند  می میل
 . )1938کرایگ، 

,...,1کنیم  می : فرض6مثال  XXn  1و,...,mY Y 
 به ترتیب دو نمونۀ تصادفی مستقل از توزیع یکنواخت

( 1, 1)U q q- )و  + 1, 1)U q q¢ ¢- باشند که  +
ها  اند. براي آزمون تساوي میانگین همه پارامترها نامعلوم

H:یعنی  q q ¢=oنمایی به  ، آمارة آزمون نسبت درست
  صورت زیر است:

  
( )( ) ( 1 ) ( ) (1 )

( ) ( ) (1 ) (1 )

max ,
max( , ) min( , )( ) .n m

n m

X X Y Y
X Y X Yl

- -

-=X,Y  
  

1اگر قرار دهیم  (1) (1)min( , )Z X Y=  و
2 ( ) ( )max( , )n mZ X Y=، گاه تحت فرضیه  آنH o

 ،),( 21 ZZ  آمارة بسندة توأم براي( )1 2,q q  است. از
)طرف دیگر  )l X, Y  به این پارامترها بستگی ندارد و لذا

1 2( ) ( , )Z Zl ^X,Y نتیجه  و در
2 1( ) Z Zl ^ -X,Y؛ 
)، 1(قضیۀ ها  بنابراین با به کارگیري فرمول گشتاور نسبت

)گشتاورهاي  )l X, Y  مساوي نسبت گشتاورهاي صورت
   .)1953هاگ، (کسر به گشتاورهاي مخرج کسر هستند 

  
,...,1کنیم  می : فرض7 مثال XXn  1و,...,mY Y 

  با تابع چگالی زیر باشند:اي  دو نمونۀ تصادفی از جامعه
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( )
1 2

1
, 2 1 2 1( ) exp ( ) / ;f x x xq q q q q q-= - - <

1و قرار دهیم  (1) (1)min( , )Z X Y=  و

2 ( ) ( )1 1

n m
i ii i

Z X Y
= =

= +å åگاه  ، آن),( 21 ZZ 
),(آمارة بسندة کامل براي  21 qq  :است و بنابراین  

  
( ) (1) ( ) (1)1 1

2 1

( ) ( )
( )( , )

n m
i ii i

n m
X X Y Y

Z n m Zl = =

+
- + -

- +
é ù= ê úë û

å åX Y

  
),(بستگی ندارد از  2qو  1qکه توزیع آن به  21 ZZ 

)مستقل است و لذا  , )l X Y  2از 1( )Z n m Z- + 
)بنابراین گشتاورهاي  ؛مستقل است , )l X Y  با تقسیم

پالسون، (  آیند می گشتاورهاي صورت به مخرج به دست
1941(. 

بالا دیدیم که قضیۀ باسو چگونه در پیدا هاي  در مثال
رود.  می به کار 0Hتحت فرضیه  -lln2کردن توزیع 

به پارامتر ها گاه آن هایی که تکیه حالت عمومی در توزیع
  شود: می به صورت زیر مطرح ،مجهول بستگی دارد

i,...,1ها که در آنijX: فرض کنید 2 قضیه k=  و
( 2 ) 1,..., ik j n³ دو به دو مستقل باشند و  =

,...,1ها که در آن ijXهمچنین  ij n=  متغیرهاي
تصادفی مستقل و هم توزیع با تابع چگالی احتمال عمومی 

  زیر باشند:
  

[0, ]
( )( ) ( ) ; 1,...,
( )i i

i
i i

i

h xf x I x i k
Hq qq

= =

  

به طوري که 
0

( ) ( )
u

H u h x dx= ò  وقتی که
)(x ،0<0براي هر  >xh اگر .( )l X  آمارة

GLRT :براي آزمون  
0 1: ... kH q q= =  

 1Hها مساوي نیستند:iqهمۀ
0H ،2lnگاه تحت فرضیه  باشد، آن ( )l- X 

2داراي توزیع 
2 2kc   .)2002گوش، (باشد می -
}دهیم  می اثبات: قرار }0);,...,(0 ³=Q qqq و  

( )
( )

( )
( )

1

1

1

,...,

( ) max ,..., ; 1,...,

,...,

max ,..., .

i

i

T

i in

i i i in

T

k

k

X X

T T X X i k

T T T

=

º = =

=

=

i

i

T T
1

X

X

X X X

  
iT هاMLE  برايiqند و هست هاT،MLE  عمومی

iq 1ها( ... )kq q q= =  است؛ 0Hتحت فرضیه  =
براي آزمون بالا به صورت زیر  GLRTبنابراین آمارة 

  خواهد بود:
  

( )
( )

1

1 1

1 1

1

1

( , ..., )( )
( , ..., )

( ) / ( )

( ) / ( )

( )( )
( )( )

i

i

i i

i

k
k n

iji j
k n

ij ii j

kn nk
ii i

n n
i

L T T
L T T

h X H T

h X H T

H TH T
H TH T

l

= =

= =

=

=

=

=

= =

Õ Õ
Õ Õ

ÕÕ

X

 

  
که در آن 

1

k
ii

n n
=

= å. :بنابراین  
  

1

1

1

2 ln ( ) ln ( ) 2 ln ( )

2 ln ( ) 2 ln ( )
2 ln ( )ln ( ) 2 ln ( )

( )

( ) ( )2 ln 2 ln .
( ) ( )

i

i

i

i

k n n
ii

n n

n
k n

i ni

n n
k i

n ni

H T H T

H H
H TH T n H

H

H T H T
H H

l

q q

q
q

q q

=

=

=

- = - +

+ -

= + +

é ù é ù
= - - -ê ú ê ú

ë ûë û

å

å

å

X

   
i,..,1براي هر  k=  وiit q££0 :داریم  

  

)1

( ) ( )
( ) ( )0

( )

.

i

i

i nii i i
nii i

n
T i i i

nt h x H t
iH H

F t P X t

dxq q

é ùéëë û

æ öç ÷
è ø

= £

= =ò  
  
)(دانیم که  می iT TF

i
 ؛است U)1,0(داراي توزیع  

)بنابراین  ) / ( )i in n
i iH T H q  نیز چنین است و با

اند (چون تابعی از  ها از هم مستقلiTتوجه به این که 
ijX 0ها هستند) لذا تحت فرضیهH براي هرi ،
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( ) / ( )i in n
iH T H q ها متغیرهاي تصادفی مستقل و

هستند و  U)1,0(توزیع با توزیع  هم
( )2 ln ( ) / ( )i in n

i iH T H q-  2داراي توزیع
2c 

است و به دلیل استقلال متغیرهاي تصادفی بالا 
( )1 1

2 ln ( ) / ( )i i
k n n

i ii
W H T H q

=
= -å  داراي

2توزیع 
2kc 0. به طور مشابه تحت فرضیه استH تابع ،

)(/)(به صورت  Tتوزیع  qnn HtH  خواهد شد و
)(/)(، 0Hبنابراین تحت فرضیه  qnn HTH 

و در نتیجه  U)1,0(داراي توزیع 
( )2 2 ln ( ) / ( )n nW H T H q= داراي توزیع  -

2
2c .0از طرف دیگر تحت فرضیه  استH ،T  آمارة

)است و  qبسندة کامل براي  )l X یک آمارة کمکی 
 2Wبنابراین با توجه به قضیۀ باسو و این حقیقت که  است؛

2ln ، داریماست Tتابعی از  ( ) Tl- ^X  و لذا
22 ( )ln Wl- ^X.  

1در نتیجه داریم  22ln ( )W Wl= - +X  که این
به ترتیب داراي توزیع  2Wو  1Wرابطه به همراه این که 

2
2kc  2و

2c سرل، ( 1ند و با استفاده از قضیۀ کاکرانهست
0H ،2ln، تحت فرضیه )1971 ( )l- X  داراي توزیع
2
2 2kc  . است -

,...,1کنیم  می : فرض8مثال  XXn ( )2n یک  ³
نمونۀ تصادفی از توزیع نمایی منفی با تابع چگالی 

( , )( ) exp( ( )) ( )
i iif x x I xq qq ¥= - باشد که  -

توان نتیجه گرفت  می مشابه مثال قبل 1براي آزمون قضیه 
2lnکه  ( )l- X  0تحت فرضیهH  داراي توزیع

2
2 2nc  است که در آن  -

( )(1)1
( ) exp ( )n

ii
X Xl

=
= - -åX.  

 

نمایی براي  درستهاي  استقلال نسبت
 2مرکبهاي  آزمون

هاي  اساس آماره مرکب برهاي  بر روي آزمون) 1961(هاگ 
بندي  دو به دو مستقل، تحقیقاتی انجام داد که فرمول

  عمومی وي به شرح زیر است:
                                                             
1. Cochran’s Theorem 
2. Compound Tests 

باشد به  qفضاي پارامتر  1Q=Qکنیم  می فرض
 یک عدد حقیقی و یا یک بردار است. qطوري که 

0*خواهیم آزمون  می : QÎqH  در مقابل
*11 : Q-QÎqH  را انجام دهیم که در آن

1*Æ ¹ Q Ì Q. تو از زیر  در فرض کنیم یک دنبالۀ تو
 فضاي پارامتر به صورتهاي  مجموعه

1 ... k *Q É ÉQ =Q  وجود داشته باشد و بخواهیم یک
0هاي  دنباله از فرضیه :i

iH q Î Q  در مقابل
1 1:i

i iH q -Î Q - Q  2که,...,i k=  را آزمون
iHکنیم. به وضوح اگر  1گاه  پذیرفته شود، آن 0

0
-iH  نیز

iHشود. (زیرا اگر  می پذیرفته پذیرفته شود یعنی  0
iQÎq  باشد چون دنبالۀ{ }k

ii 2=Q  نزولی است پس
1-QÎ iq  1خواهد بود و لذا

0
-iH شود می نیز پذیرفته. (

  به علاوه به دلیل این که 
  

)1(                                    I
K

i
iHH

2 00 =
º  

  
شود، اگر و تنها اگر  می پذیرفته 0Hتوانیم بگوییم  می

2همه 
00 ,..., HH K ها پذیرفته شوند. اگرil  آمارة

GLRT 0 براي آزمون فرضیه :i
iH q Î Q

 
در مقابل 

1 1:i
i iH q -ÎQ - Q  2که,...,i k=  وl  آمارة

GLRT  0براي آزمونH  1در برابرH گاه:  آن ،باشد  
  

*

1 1

2
2

sup ( )sup ( )
.

sup ( ) sup ( )
i

i

k
k

ii
i

LL

L L

qq
l l

q q
-

QQ

=
=Q Q

= = =Õ Õ
  

توانیم  می ها دو به دو مستقل باشندilبنابراین اگر 
åتوزیع  =

-=-
K

i i2
ln2ln2 ll

 
را با استفاده از 
مفهوم پیچش توابع به دست آوریم. براي نشان دادن 

ر می ها فرضilاستقلال  ، وقتی iکنیم براي ه
iq ÎQ یک آمارة بسندة کامل ،T  وجود داشته باشد که

کمکی است. حال با استفاده از قضیۀ باسو تحت  ilدر آن 
iHفرضیه  0،il  ازT  مستقل است. در این صورت اگر

1,..., +ik ll  توابعی ازT گاه تحت فرضیه  باشند، آن
iH 0 ،1( ,..., )i i kl l l+^ ;)1,....,2( -= ki .

، استقلال دو به دوي )1( اما با استفاده از رابطه
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2,...,llk  0تحتH زیر این  ةشود. مثال ساد می نتیجه
   سازد. می ایده را روشن
nX,...,1کنیم  می : فرض9مثال  X  متغیرهاي

داراي توزیع  i ،iXتصادفی مستقل باشند که براي هر 
),0( 2

iN s دهیم: می است. قرار   
  

{ }2 2 2
1 1( ,..., ); : 0n iis s sQ = Q = " > 

{ }2 2 2 2
1 1( ,..., ) ; ... ; 2 ,..., .i n i i ns s s sQ = = = =

  

}دنبالۀ  } 2

n
i i =

Q  یک دنباله نزولی خواهد بود. حال
2براي آزمون  GLRTآمارة  lاگر  2

0 1: ... nH s s= = 
 ilباشد و  1Hپذیر  در مقابل هر فرضیه متقابل امکان

2براي آزمون  GLRT آمارة 2
0 1: ( ,..., )i

n iH s s ÎQ  در
2مقابل  2

1 1 1: ( ,..., )i
n i iH s s -Î Q - Q  2که,...,i n= 

گاه  باشد، آن
2

n
ii

l l
=

= Õ قرار دهیم. اگر 
2

i iS X=، ( 1,..., )i n= شود  می به سادگی نتیجه
i,...,2براي  il که n=  تابعی از نسبت

1

1 1

i i
j jj j

S S-

= =å å 0 است و تحت فرضیهH  براي
i,...,2 هر n= ،11

( , ,..., )i
j i nj

S S S+=å  آمارة
iHباشد. بنابراین تحت  می بسندة کامل 0، il  آمارة

n,...,1 کمکی بوده و طبق قضیۀ باسو از il l مستقل  +
0است. اکنون با توجه به این که  02

n i
i

H H
=

º I تحت ،
nl,...,2یعنی  GLRT هاي ، آماره0H فرضیه l  دو به

  .)1962 هاگ، (اند دو مستقل
  

 هاي یکنواخت ترین آزمون پیدا کردن پرتوان

 نااریب
یک متغیر تصادفی از خانوادة  Xکنیم  می فرض

{ }:P Pq q= ÎQ ،خواهیم آزمون  می باشد
00 : QÎqH

 
11در مقابل  : QÎqH  .را انجام دهیم

:تابع آزمون  [0,1]cF گیریم که در  می را در نظر ®
Xآن اگر  x=  0مشاهده شود فرضیهH  را با احتمال

( )xF کنیم. می رد  

 1ترین آزمون یکنواخت را پرتوان Fo: آزمون 1 تعریف
)UMPT در سطح (a  0براي آزمونH 1مقابل  درH 

باشد، یعنی  aیک آزمون در سطح  Foگوئیم هرگاه  می
q:0براي هر  ÎQ ( )( )E xq aF £o  و همچنین

گاه براي  باشد، آن aهر آزمون دیگر در سطح  Fاگر 
   :1QÎqهر 

[ ] [ ]( ) ( )E x E xq qF ³ Fo  ،لهمن و کسلا)
1998(. 

را به صورت  Fدر حقیقت اگر تابع توان آزمون 
( ) ( )E XqqFP = Fé ùë û  تعریف کنیم، براي پیدا

باشد، باید  aدر سطح  UMPTکه  Foکردن آزمون 
:هاي  بین تمام آزمون [0,1]cF ® ،Fo  را طوري

)، 1QÎqانتخاب کنیم که براي هر  )qFP
o

نسبت  
0qبراي هر «به شرط جانبی  ÎQ ،( )q aFP £ «

 حداکثر مقدار را اختیار کند. 
گوئیم  aرا نااریب در سطح  F: آزمون 2 تعریف

0qهرگاه براي هر  ÎQ ،( )( )E Xq aF و براي  £
1qهر  ÎQ ( )( )E Xq aF (لهمن و کسلا،  ³

1998.( 
 

ترین آزمون یکنواخت  را پرتوان Fo: آزمون 3 تعریف
گوئیم هرگاه از میان  a) در سطح UMPUT( 2نااریب

بیشترین توان را به  aنااریب در سطح هاي  همه آزمون
هر آزمون  Fداشته باشد. یعنی اگر  1QÎqازاي هر 

، 1QÎqباشد، براي هر  aنااریب دیگر در سطح 
[ ] [ ]( ) ( )E X E Xq qF ³ Fo  ،لهمن و کسلا)

1998(. 
ها UMPUTتواند براي پیدا کردن  می قضیۀ باسو

  کنیم: می مثال زیر را مطرحنیز مفید باشد. براي این منظور 
  

) یک XXn)2³n,...,1کنیم  می : فرض10 مثال
),(نمونۀ تصادفی از توزیع  2smN  باشد که در آن هر

mدو پارامتر  Î R  0وs کنیم  می اند. تعریف نامعلوم <
å =

=
n

i iXT
11

  
و

 
å =

=
n

i iXT
1

2
2 .UMPUT 

                                                             
1. Uniformly Most Powerful Test 
2. Uniformly Most Powerful Unbiased Test 
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0:0براي آزمون  =mH
 

0:1در مقابل  ¹mH  به
)صورت  )1 2 2 21 2 1( ), ( )( , ) ( )c T c TT T I TF =o داده 

  توابع دلخواه هستند و 2cو  1cشود که در آن  می
  

2 1 2 20,
( , ) ( 2 )E T T T

s
aéF ù =ë ûo  

2 1 1 2 20,
, ( , ) 0. ( 3 )Cov T T T T

s
é F ù =ë ûo  

  
  نتیجه گرفت که: )2( توان از می حال

  

( )2 1 2 1 2 2 20,
( ) ( ) 1 . ( 4 )P c T T c T T

s
a£ £ = -

  

2T  2آمارة بسندة کامل برايs  0تحت فرضیهH 
1و همچنین  است 2U T T= باشد و  می آمارة کمکی

و  2Tلذا با استفاده از قضیۀ باسو این منجر به استقلال 
U 2 شود. پس توزیع شرطی میU T با توزیع غیر 

براي بعضی  )4(و  )3(برابر خواهد بود. لذا از  Uشرطی 
  بستگی ندارند، داریم:ها  که به داده 2dو 1dهاي  ثابت

  
 )5                         (

( )1 2 1P d U d a£ £ = -  

1 2[ , ], ( ) 0.d dCov U I Ué ù =ë û                        
)6(  

  
)، 0Hچون تحت فرضیه  ) 0UE  )6(، پس از =

  گیریم  می نتیجه
  

 
)7                                      (2

1
( ) 0

d

d
uh u du =ò  

  
. است U، تابع چگالی احتمال کناري hکه در آن 

  داریم: )5(همچنین از
  

2

1
( ) 1 .

d

d
h u du a= -ò                                 

)8(  
  

را  2dو 1dتوانیم  می )8(و )7(با استفاده از دو معادله 
پیدا کنیم. قضیۀ باسو محاسبات را خیلی ساده کرده است. 

1زیرا به جاي پیدا کردن توزیع شرطی  2T T  توزیع کناري
U 0که یک آمارة کمکی تحت فرضیه  راH پیدا ،است 

استیودنت -tمعادل با توزیع  Uدانیم توزیع  می کنیم و می
1n با  2dو  1dدرجۀ آزادي خواهد بود و لذا به راحتی  -

  شوند. با توجه به رابطۀ می پیدا
  

1 1
1 2 2 2 2

1 1

/
/

/ 1 ( / ) /

T T S
T T

T n S T S n
= =

+ +
  

)2و این که  ) / 1g x x x n= تابعی صعودي از  +
x  ،21است / TT  1نیز یک تابع صعودي از /T S 

1خواهد بود و با توجه به این که 
1 /n

nT T S-=  داراي
1nاستیودنت با -tتوزیع   )7( درجۀ آزادي است، روابط -

  شوند:  می به صورت زیر ساده )8(و 
  

 
)9                            (2

1

( ) 1
c

Tc
f t dt a= -ò  

 )10(                            
2

1

( ) 0.
c

Tc
tf t dt =ò  

  
  داریم:  )10(بنابراین با استفاده از 

  

( )
/ 2

2

1

21 / ( 1) 0.
nc

c
t t n dt

-

+ - =ò  
  

چون تابع زیر انتگرال یک تابع فرد ناصفر است انتگرال 
بالا فقط روي ناحیۀ قرینه نسبت به مبدأ صفر خواهد شد، 

21یعنی  cc   داریم )9(. و لذا با استفاده از =-
  

( )1 2 / 2nP T c a- < - =  
   

  و یا
2/,121 a-=-= ntcc.  
  

  و بنابراین 
  

1 2( , )

1, / 2

1, / 2

( ) 1 ( )

1

0

c c

n

n

t I t

t t

t t
a

a

-

-

F = -

ì > -ï= í
£ -ïî

o

  

  
Uیک  UMR T لهمن و (است  براي آزمون مورد نظر
  .)2005 رومانو،
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شود  می مشاهده 10: همان طور که در مثال 1 نکته

Uجایگاه قضیۀ باسو در به دست آوردن  UMR T  این است
که امید ریاضی مشروط به آمارة بسندة کامل تحت فرضیه 
صفر با اعمال یک سري عملیات جبري به صورت امید 
ریاضی یک آمارة کمکی مشروط به آمارة بسندة کامل تحت 

آید و لذا با استفاده از قضیۀ باسو امید  می فرضیه صفر در
به و با این کار  شود میشرطی به امید غیرشرطی تبدیل 

 تر خواهد شد. دست آوردن امید ریاضی ساده
  

1: اگر 11 مثال 1( , ),..., ( , )n nX Y X Y  یک نمونۀ
  تصادفی از توزیع نرمال دو متغیره

 
2
1 1 2

2 2
1 2 1

0
,

0
N

s rs s
rs s s

æ öé ùæ ö
ç ÷ê úç ÷ç ÷è ø ë ûè ø 

  
اند  پارامترهاي مجهول rو  2sو 1sباشدکه در آن 

1rو  0:0خواهیم آزمون  می .> £rH  در مقابل
0:1 >rH  را انجام دهیم. وقتی که  

  

( )
1 2

2 2

2 2 2
1 21 2

1 1 2 2 3 3

, ,

1 2
2(1 )

,

e
i i i ix x y y

t t t

f

e

s s r

r
s sr s s

q q q

é ù- ê ú- +
ê ú- ë û

+ +

å å å
µ

µ

x y

  

  
  به طوري که

  
2 2

1 2 3( , , ) ( , , )i i i iT T T X X Y Y= å å å  
),,(آمارة بسنده براي  21 rss  و یا

2 2 2 2 2
1 1 2 2

1 1
1 2 3 2(1 ) (1 ) 2(1 )

( , , ) ( , , )r

r s s s r r s
q q q

- - -
= - -

باشد. از طرفی دیگر آزمون فوق معادل با آزمون  می 
0: 20 £qH  0در مقابل: 21 >qH  است. با شرط

3T ،Uو 1Tداشتن  UMR T  در سطحa  به صورت

( )
1 31 2 3 ( ( , ), ) 2, , ( )c t tt t t I t¥F =o

 
خواهد بود به 

),(طوري که  31 ttc شود که: می طوري انتخاب  

2

2

0 1 2 3 1 3 1 3

0 2 1 3 1 1 3 3

1 ( , , ) ( , ) ( , )

( , ) ,

1 .

E T T T T T t t

P T c t t T t T t
q

q

a

=

=

é - F = ùë û
= é £ = = ùë û
= -

o

  
  

02توجه داریم که روي ناحیۀ  =q  به طور معادل)
0=r(),( 31 TT  یک آمارة بسندة کامل براي

1 2( , )s s  و یا),( 31 qq و توزیع  است
2 1 3/R T T T=  به),( 21 ss  بستگی ندارد و لذا

),(یک آمارة کمکی بوده و بنابر قضیۀ باسو از  31 TT 
  مستقل است. لذا

 

( )1 2 3 ( , ) 2 1 3, , ( / )ct t t I t t t¥F =o 
  

 
  آید: می با توجه به رابطۀ زیر به دست cکه 

  

( )2 0 2 1 3/ 1 .P T T T cq a= £ = -  
  

02از طرف دیگر تحت فرضیه  =q 0(یا=r ،(
2( ) 2 / 1g R R n R= - -tداراي توزیع  -

2n استیودنت با )که چون  است درجۀ آزادي - )g r 
)است،  rیک تابع صعودي از  , )( ) ( )cr I r¥F =o  به

)صورت  )( , )( ) ( )cr I g r¢ ¥F =o آید که در آن  می در
( 2,1 )nc t a- -¢ U. لذا، = UMR T  براي آزمون داده

  شده به صورت

( 2 ,1 )

2
( , )( ) ( 2 / 1 )

ntr I r n r
a- - ¥F = - -o   

  .)2005لهمن و رومانو، ( خواهد بود
 

 Xکنیم دو متغیر تصادفی مستقل  می : فرض12 مثال
)هاي  به ترتیب از توزیع Yو ,1)Beta m و

( ,1)Beta q ،خواهیم  می باشندU UMR T  در سطح
a  براي آزمونqm =:0H  در مقابلqm <:1H 

lnVرا به دست آوریم. اگر قرار دهیم  X= و  -
lnW Y= به ترتیب داراي  Wو  Vگاه  ، آن-
)نمایی هاي  توزیع )E m  و( )E q  خواهند بود. تحت
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0H ،(lnفرضیه  ln )T X Y= - آمارة بسندة  +
U/است و  qکامل براي  V T=  داراي توزیع

)1,0(U و در  است است و بنابراین یک آمارة کمکی
Tنتیجه طبق قضیۀ باسو  U^ .U UMR T  براي
)آزمون فوق به صورت  , ( ))( , ) ( )c WV W I V-¥F =o

 
)شود که در آن  می داده )( , )E V W Tm q a= F =o. 

  پس: 
  

( )
( )
( )
( )

( , )

( )

/ ( ) /

( ) /
( ) / .

E V W T

P V c W T

P V T c W T T

P U c W T
c W T

m qa == F

= £

= £

= £

=

o

  

  
)بنابراین  )c W Ta=  و در نتیجهU UMR T 

)براي آزمون فوق به صورت  ],( ) ( )u I ua-¥F =o

  خواهد بود. 
  

mX,...,1اگر  :13 مثال X  1و,...,nY Y  دو نمونۀ
/1)هاي  تصادفی مستقل به ترتیب از توزیع , )E s l  و

(1/ , )E t h اند، مجهولها  باشند که همه پارامترهاي آن 
Uخواهیم یک  می UMR T  در سطحa  براي آزمون

0 : /H t s £ D  1در مقابل : /H t s > D  به
  م به صورت زیر است:أتابع چگالی تو دست آوریم.

/ / / /

(1) (1)

( ) e
( ) ( )

i ix m y nm nf
u x u y

s l s t h ts t

l h

- + - +- - å å=

- -
X,Y x,y

  
یک خانوادة نمایی با پارامترهاي،که متعلق به 

1 1/q s= - ،2q h=  3وq l= و با آمارة بسندة  
  

1 2 3 (1) (1)( , , , ) ( , , , )i iT T T T Y X Y X= å åo  
  

. با یک محاسبه ساده پارامترها به صورت است
* 1/ 1 /q t s= - + Do  و*

i iq q=  براي
1,2,3i   و آمارة بسنده به صورت =

  

* * * *
1 2 3

(1) (1)

( , , , )

( , , , )iY
i i

T T T T

Y X Y XD

=

+å å å
o  

  
آیند. در این صورت آزمون فوق معادل با آزمون  می در
*

0 : 0H q £o

 
*در مقابل 

1 : 0H q >o  خواهد بود، که
U UMR T  در سطحa  براي آن به صورت

( ) * * *
1 2 3

* * * * *
0 1 2 3 0( ( , , ), )

, , , ( )
c t t t

t t t t I t
¥

F =o 
*خواهد بود و  * *

1 2 3( , , )c t t t شود که: می طوري انتخاب  
  

*

*

* * * * * * * * * *
1 2 3 1 2 3 1 2 30

* * * * * * * * * *
1 2 3 1 2 3 1 2 30

1 ( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

1 .

E T T T T T T T t t t

P T c t t t T T T t t t

q

q

a

=

=

-F =

= £ =

= -

é ùë û

é ùë û

o o

o

   
  

*روي ناحیۀ  0q =o ل t/و به طور معاد s = D، 
* * *

1 2 3( , , )T T T  یک آمارة بسندة کامل براي
* * *

1 2 3( , , )q q q  و یا( , , )s h l و با توجه به این  است
2که 

(1)1
( )n

ii
Y Yt =

-å  2و
(1)1

( )m
ii

X Xs =
-å  به

2مستقل هاي  ترتیب داراي توزیع
2 2nc 2و  -

2 2mc ند، هست -
  آمارة

  
1

(1) (1)( 1) 1 1
( ) / ( )n mm

i in i i
S Y Y X X-

D - = =
= - -å å

  
)روي ناحیۀ مذکور داراي توزیع  )2 2,2 2F n m- - 

)به پارامتر  Sاست. پس توزیع آمارة  , , )s h l  بستگی
بنابراین طبق قضیۀ باسو  ؛ندارد و لذا یک آمارة کمکی است

* * *
1 2 3( , , )S T T T^  و در نتیجه( ) ( , )( )cS I S¥F =o

 
)با توجه به رابطۀ  cکه  )* 0

1P S c
q

a
=

£ = به  -
)2آید یعنی  می دست 1) ,2( 1) ,1n mc F a- - . لذا =-

U UMR T  به صورت
( 2 2 ,2 2 ,1 )( , )( ) ( )

n mFs I s
a- - - ¥F =o

 
   خواهد بود.

 
 1اقتصادسنجیهاي  آزمون مدل

مرکب در هاي  باسو براي محاسبۀ آزمون فرضیه قضیۀ
له آزمون یک مجموعه ئرود. مس می اقتصادسنجی نیز به کار

                                                             
1. Econometric Models 
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هاي  وابسته به پارامترهاي معادلات مدلهاي  از فرضیه
) 1اقتصادسنجی است. مدل تأخیري ) 1

p
t t ii

E Y X -=
= å  و مدل

) 2اي رگرسیونی چندجمله ) 0

p j
i j ij

E Y Xb
=

= å ،1,...,i n= 
ها متغیرهاي iY و 3ها متغیرهاي پیشگوiXها (که در آن

که باید پارامترهاي مدل را  اند، ند) از این جملههست 4پاسخ
زمانی، اگر  سريهاي  برآورد کنیم. در تحلیل رگرسیون داده

مقدار جاري متغیرهاي  مدل رگرسیون نه فقط شامل
توضیحی بلکه شامل مقادیر با تأخیر (مربوط به گذشته) 

» مدل تأخیري«یا » مدل با تأخیر توزیع شده«باشد، ها  آن
شود ولی اگر مدل یک یا چندین مقدار با وقفه  می نامیده

متغیر وابسته را جزء متغیرهاي توضیحی خود داشته باشد، 
  شود. می مدل اتورگرسیو نامیده

tبنابراین  0 t 1 t-1 2 t-2 tY α β X β X β X u= + + + + 
دهنده یک مدل تأخیري و  نشان

t t t 1 tY α βX γY u-= + + + 
است. سه دلیل عمده براي  5مثالی از یک مدل اتورگرسیو

  وجود تأخیر وجود دارد:
 کیخود را به دنبال  ی: مردم عادات مصرفیروان لیدلا. 1

دلیل  دهند. ینم رییدرآمد فوراً تغ شیافزا ایو  متیکاهش ق
 یمنف تیممکن است مطلوب رییتغ ندیفرآ این است که

که مثلاً با بردن  هاییآن نای) به وجود آورد. بنابریتی(نارضا
 يبرا استممکن  شوند یم ونریلیلحظه م کیدر  زه،یجا کی

که ممکن  رایندهند، ز رییخود را تغ یزندگ ةویش يادیمدت ز
 العمل ثروت عکس نیاست ندانند که چگونه نسبت به ا

که  رندگی یم ادی هانآ یفاصله زمان کی در البته. دهند نشان
ممکن است که  نیکنند. هم چن یوضع زندگ نیچگونه با ا

 ؛است یموقت ای یبه وجود آمده دائم رییافراد ندانند که تغ
 ش،یبودن افزا یدائم ای یواکنش فرد به موقت نیبنابرا
باشد  شهیهم يبرا بار کی شیافزا نیدارد. اگر ا یبستگ

حالی  در کند انداز شخص تمام آن را پس کیممکن است 
را  شیتمام افزا تیوضع نیدر هم يگریشخص د که

 .دکنمصرف 
نسبت به  هیسرما متیکه ق می: فرض کنیفن لیدلا. 2
به  هیسرما ینیگزیصورت جا نای. در ابدیکار کاهش  يروین
مناسب خواهد بود. البته  يکار از نظر اقتصاد يروین يجا

                                                             
1. Lag Model 
2. Polinomial Regression 
3. Predictor Variable 
4. Response Variable 
5. Autoregressive Model 

 نیاگر ا نیعلاوه بر ا .به زمان دارد ازین هیافزودن سرما
 يبرا ياقتصاد هاي ممکن است بنگاه ،باشد یکاهش موقت

شتاب نکنند. در  هیسرما ۀلیکردن عامل کار به وس نیگزیجا
را به حساب اطلاعات ناقص  رهایتأخ توان یمواقع، م یبعض

 .گذاشت
از عقد قرارداد، ممکن است  ی: الزامات ناشينهاد لیدلا. 3

استفاده از منابع  ایکار و  يرویدر ن راتتغیی از را ها بنگاه
که  يمنع کند. به عنوان مثال، افراد هیمواد اول گرید

 اند، سپرده بلند مدت گذاشته هاي حساب خود را در هاي پول
 طیممکن است شرا رازی اند کرده زندانی را خود پول واقع در

به  گرید هاي از راه تري شیکرده و سود ب رییبازار پول تغ
 .دست آورند

رگرسیونی را هاي  اکنون به عنوان نمونه آزمون مدل
  کنیم: می بررسی
  

T: مدل رگرسیونی 14 مثال
t t tY X b e= که در  +

t,...,1آن  n= ،1t t tue re -= + ،1r و  >
. .

2
1,..., ~ (0, )

i i d

nu u N s گیریم. داریم: می را در نظر  
  

1 1 1

1( ) ; 2,... .

T T
t t t t t t

T
t t t

Y Y X X

X X u t n

r b r b e re

r b
- - -

-

- = - + -

= - + =  
  

توانیم به جاي مدل بالا مدل ساده شده زیر را  می پس
  در نظر بگیریم:

  

1 1 ; 2 ,... .T T
t t t t tY X X Y u t nb r b r- -= - + + =  

  
 پارامترهاي نامعلوم را بر آوردبا انجام دو مرحله 

کنیم و با استفاده  می را بر آورد r کنیم. در اولین مرحله می
یافته  از برآورد کمترین مربعات روي متغیرهاي تبدیل

1ˆt tY Yr Tˆ1و  -- T
t tX Xr -- ،b را برآورد 

کنیم. فرضیه مرکبی که باید آزمون شود به صورت  می
0 : 0H r 1در مقابل  = : 0, 0H r b=  است. اگر =

0H  پذیرفته شودb را به روش حداقل مربعات بر پایه 

n 0 کنیم و بنابراین تحت فرضیه می مشاهده برآوردH، 
1ˆ ( )T TX X X Yb  و=-

^
2 ˆ ˆ( ) ( ) ( )TY X Y X n ks b b= - - - 

هستند و اجزاي  2s و bبسنده براي هاي  آماره
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0b دهنده آمارة آزمون تشکیل  F که داراي توزیع =
0b دهند. (یعنی آمارة آزمون می است را تشکیل که به  =

 صورت
^

2ˆ ˆ( ) /TX X kb b s هاي  تابعی از آماره است
 وb̂ بسندة

^
2s 0 است.) از طرف دیگر آمارة آزمونr = 
 2s و b استیودنت است و لذا به پارامتر- t داراي توزیع

بستگی ندارد. بنابراین با به کارگیري قضیۀ باسو دو آمارة 
0b آزمون 0r و = فیلیپس (شوند  می از هم مستقل =

  .)1988 و مک کاب،
  
  آماريهاي  سازي آزمون فرضیه شبیه

آماري به خصوص هاي  در برخی از مسائل آزمون فرضیه
آزمون قابل  ةتوزیع آمار نمایی درستنسبت هاي  آزمون

محاسبه نیست و یا به دست آوردن آن دشوار است که در 
 بارگردد. اولین  می سازي استفاده این گونه موارد از شبیه

د. اساس کار کردنمعرفی آن را  2001دیمیتروف و همکاران 
به این مفهوم که تابع  ؛است 1استفاده از قانون اعداد بزرگ

به توزیع نظري  1آزمون با احتمال  ةآمار 2توزیع تجربی
,...,1گراست. فرض کنید  هم XXn  1و,...,nY Y 

هایی با توابع چگالی  تصادفی مربوط به توزیعهاي  نمونه
( )f xq ،0,1q :باشند و بخواهیم  = 0H q =o  در

1مقابل  : 1H q را آزمون کنیم. لگاریتم نسبت  =
  :دهیم می را تشکیل نمایی درست

  

( )

1
0

1 01

( )
( )

ln ( ) ln ( ) .

ln ( ) ln
n

i ii

f
f

f x f x

l l

=
-

= =

= å

x
xx

 
)توزیع هاي  اگر دم )l X هاي  به ترتیب تحت فرضیه

H o  1وH  برابر با( )0 0( ) ( )F t P tl= >X  و
( )1 1( ) ( )F t P tl= >X :باشد و تعریف کنیم  

  

1 0ln ( ) ln ( ),U f X f X= -  
1 0ln ( ) ln ( )V f Y f Y= -  

  
به ترتیب  Yو  Xکه در آن متغیرهاي تصادفی 

Hهاي  داراي توابع چگالی متناظر با فرضیه o  1وH 
                                                             
1. Law of Large Numbers 
2. Empirical Distribution Function 

Hتحت فرضیه  lآزمون  ةبزرگ آمار nهستند. براي  o 
)داراي توزیع نرمال مجانبی با میانگین  )nE U  و

)Varواریانس  )n U بنابراین براي  ؛استa  داده شده
  شود: می از رابطه زیر محاسبه taداري معنا سطح
  

( )

( )
0

( )
Var ( )

1

ln ( )
t nE U

n U

P t
a

aa l
-

=

» - F

>X
  

  
)و در پی آن  ) Var( )t nE U z n Ua a» + .

  توان آزمون برابر است با:
  

( )

( )
( )

1

( )
Var( )

Var( )( ) ( )
Var( ) Var( )

1

1 .

ln ( )
t nE V

n V

UE U E V
V V

P

n z

t
a

a a

a

p l
-

-

=

» - F

= - F +

>Y

  

  
آزمون نسبت  ةبراي محاسبه تابع توزیع تجربی آمار

Hهاي  تحت فرضیه نمایی درست o  1وH سازي  از شبیه
شود. الگوریتم زیر براي  می استفاده 3به روش مونت کارلو

  گردد. می حجم نمونه دلخواه پیشنهاد
را در نظر  nنمونه  ةو انداز 1fو  0fتوابع چگالی . 1

 بگیرید.
)نمونه تصادفی  Nدنباله . 2 )( ) ( ) ( )

1 ,...,j j j
nx x=x ،

)و  0fاز توزیع  )( ) ( ) ( )
1 ,...,j j j

ny y=y  1از توزیعf 
j,...,1که  N=  را تولید وN هاي  مقدار آماره

  آزمون را محاسبه کنید:
  

( )

( )
11

( )
0

[ln ( )

ln ( )], 1, ..., ,

ln ( )x j
j

n j
ii

j
i

f x

f x j N

l l

=

- =

=

= å
x

  

( )

( )
11

( )
0

[ln ( )

ln ( )], 1,..., .

ln ( )y j
j

n j
ii

j
i

f y

f y j N

l l

=

- =

=

= å
y

  

  
  کنید:دم تجربی زیر را محاسبه هاي  تابع. 3
 

                                                             
3. Monte-Carlo 
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#{ : : }
0,

#{ : }
1,

( ) , 0

( ) , 0.

x x
j j

y y
j j

t
N N

t
N N

F t t

F t t

l l

l l

>

>

= >

= >
 

  
داده شده به  aآماره آزمون براي  taمقدار بحرانی . 4

,0ترین جواب معادله  عنوان کوچک ( )NF t a=  و توان
,1آزمون را از معادله  ( )NF ta ap= .محاسبه کنید 

)دلخواه  ۀبراي نمون. 5 )1,..., nx xآزمون  ة، آمارl  و
p -  مقدار آزمونH o  1در مقابلH  را از روي فرمول

0, ( )NF l  محاسبه کنید. اکنون اگرtal فرضیه  <
H o را رد کنید. سپس احتمال خطاي نوعII  یعنی

1,1 ( )NFb l=  را محاسبه کنید. -
براي حالتی که حجم نمونه بزرگ باشد الگوریتم زیر 

  گردد. می پیشنهاد
را در نظر  nو اندازه نمونه  1fو  0fتوابع چگالی . 6

 بگیرید.
)تصادفی  ۀنمون Nدنباله . 7 )1,..., nx x از توزیع ،

0f  و( )1,..., ny y  1از توزیعf  که
1,...,j N=  را تولید وN آزمون:هاي  مقدار آماره  

 

1 0

1 0

( ) ln ( ) ln ( ),
( ) ln ( ) ln ( )

j j j j

j j j j

u u x f x f x
v u y f y f y

= = -

= = -
 

1و 
1

N
jN j

u u
=

= å ،1
1

N
jN j

v v
=

= å ،

( )2
2 1

1

N
u jN j

s u u
=

= -å  و

( )2
2 1

1

N
v jN j

s v v
=

= -å را محاسبه کنید. 

و توان آزمون را به صورت زیر  taمقدار بحرانی . 8
  محاسبه کنید:

 

( )
,

1 .
u

u
v v

su v
s s

t nu z s n

n z
a a

a ap -

» +

= - F +
  

  
)براي نمونه دلخواه . 9 )1,..., nx xآزمون  ة، مقدار آمار

l  وp-  مقدار آزمونH o  1در مقابلH  را از روي
  فرمول محاسبه کنید:

 

( ) ( )0 1 .ln ( )
u

nu
s nP lll -» - F>X 

  
talاکنون اگر  Hفرضیه  < o .سپس  را رد کنید

1یعنی  IIخطاي نوعاحتمال  ab p=   را محاسبه کنید. -
 ةبا آمارها  سازي آزمون فرضیه در حالت کلی براي شبیه

 به صورت زیر عمل 1tو مقدار مشاهده شده آن  Tآزمون 
Hکنیم. تحت فرضیه  می o ،1m - ،2,3,...m = 

کنیم  می سازي را شبیه Tمشاهده مستقل از آماره آزمون 
mt,...,2یعنی  t را با ها ترتیبی آنهاي  که آماره

(1) ( )... mt t< دهیم. در ادامه سه دسته  می نمایش >
  کنیم: می رد را بررسیهاي  از ناحیهمهم 

: مسائلی که با بزرگ بودن آماره آزمون، انتظار رد 1 دسته
Hفرضیه  o  1را داشته باشیم. در این حالت اگر رتبهt  بزرگتر

,...,1}عضوي از  }mN m=  شود، فرضیهH o را رد 
کنیم و در پی آن ناحیه بحرانی آزمون به صورت  می

1 1 ( ){ : , }k mC t t t k N= ³ $ Î  خواهد شد. با در نظر
  براي آزمون ناحیه بحرانی برابر است با: aگرفتن سطح 

  

( ) )( 1 1) , .mC t a- +é ùë û
é= +¥ë 

  
: مسائلی که با کوچک بودن آماره آزمون، انتظار 2 دسته

Hرد فرضیه  o  1را داشته باشیم. در این حالت اگر رتبهt 
Hشود، فرضیه  mNتر عضوي از  کوچک o را رد 

  حیه بحرانی برابر است با:کنیم. به طور مشابه نا می
  

[ ]( ( ), .mC t a
ù= -¥ û 

  
 ة: مسائلی که با بزرگ یا کوچک بودن آمار3 دسته

Hآزمون، انتظار رد فرضیه  o :را داشته باشیم. در این حالت  
 

1 21 1 ( ) 1 ( )

1 2 1 2

{ : ,

, , }.
k k

m

C t t t t t

k k N k k

= £ Ú ³

$ Î <
 

  باشد، باید داشته باشیم: aحال اگر سطح آزمون 
  

( ) ( )1 2( ) ( )k kP T t P T t a£ + ³ £  
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  و در نهایت ناحیه بحرانی برابر است با:
  

( ( )2 2( ) ( 1 1)
, , .

m m
C t ta aé ù é ù- +ë û ë û

é öù= -¥ È +¥÷êúû ë ø
  

 

  
  گیري نتیجهبحث و 

 ةم دو آمارأبه کمک قضیۀ باسو بدون این که توزیع تو
بسنده کامل محاسبه شوند، وجود این  ةکمکی و آمار

از ها  در برخی مسائل آزمون فرضیهشود.  می استقلال ثابت
یافته و  نمایی تعمیم جمله پیدا کردن توزیع نسبت درست

مرکب هاي  نااریب، آزمون یکنواختهاي  ترین آزمون پرتوان
اقتصادسنجی نیاز به وجود اثبات هاي  مدلهاي  و آزمون

بسنده کامل داریم که با  ةکمکی و آمار ةاستقلال دو آمار
استفاده از قضیۀ باسو این مسائل به راحتی قابل محاسبه 

  خواهد بود.
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