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 مقدمه .1

 GEE(1( یافته روش معادلات برآوردگر تعمیم
 امروزه به طور وسیعی در بیولوژي و پزشکی و

هاي آنها همبستگی بین  صنایعی که در تحلیل داده
ود، به کار ش آوري شده دیده می مشاهدات جمع

هاي  گیري بیشترین کاربرد این روش در اندازه رود. می
مکرر یا مطالعات طولی است، که در آنها یک فرد یا 

هاي زمانی یا مکانی به  یک موضوع در موقعیت
گیرند. این روش  صورت مکرر مورد بررسی قرار می

) 1986( 2براي نخستین بار توسط لیانگ و زیگر
و ژائو و  )1988( 3رنتیسمعرفی شد و سپس توسط پ

ها که به  تعمیم یافت. در این روش )1990( 4پرنتیس
هاي  مشهورند، اندازه GEE2و  GEE1ترتیب به 

) در نظر گرفته 0و1( یدوحالتتکراري به صورت 
 ���1شوند، با این تفاوت که در روش  می

همبستگی بین مشاهدات به عنوان یک پارامتر مزاحم 
پارامتر ارتباط  ���2ود، اما در ش در نظر گرفته می

یا همبستگی به اندازه پارامترهاي رگرسیونی مهم 
آید.  شود و برآوردي از آن به دست می تلقی می

مطالعات مروري مختلفی در مورد این دو روش 
تواند  صورت گرفته است. به عنوان نمونه خواننده می

، زیگر و )1992( 5به مقالات لیانگ و همکاران
  مراجعه کند.) 1992( 6گلیان

یکی از مشکلات مهم در استفاده از این روش 
هاي دورافتاده است که معمولا باعث  وقوع داده

تغییرات زیادي در برآورد ضرایب رگرسیونی 
سازي  ها و مقاوم شود. جهت کاهش اثر این داده می

هاي  روش دورافتاده يها دادهاین روش در برخورد با 
در رابطه با مطالعات  شود. ه میاستوار سازي استفاد

                                                             
1. Generalized Estimating Equations 
2. Liang, K.Y., Zeger, S.L. 
3. Prentice , R. L. 
4. Zhao, I., Prentice , R.L. 
5. Liang, K.Y., Zeger S.L., Qaqish, B. 
6. Zeger, S.L., Liang, K. 

انجام یافته در زمینه استوارسازي روش معادلات 
 7توان به تحقیقات پان یافته می برآوردگر تعمیم

اشاره کرد. به طور ) 2010( 8و وانگ و لونگ )2001(
اي را براي  هاي حاشیه مدل GEEکلی در روش 

هاي همبسته برازش داده و از یک  یا خوشه ها پاسخ
ردگر فشرده براي ماتریس واریانس کواریانس برآو

شود. اگرچه این  ضرایب رگرسیونی استفاده می
ها نسبتا  برآوردگر نسبت به ساختار همبستگی پاسخ

و سپس وانگ و لونگ،  استوار است، پان
برآوردگرهاي تصحیح شده استوار دیگري که براي 

هاي متناهی از اریبی کمتر و کارایی بالاتري  نمونه
  باشند، معرفی کردند.  وردار میبرخ

 9در این مقاله با استفاده از روش کارول و پدرسن
در استوار سازي رگرسیون لوژستیک، ) 1993(

هاي استوارسازي معادلات برآوردگر  روش
سازي  آنها را براي مدلی شبیه یافته را مطرح و تعمیم

هاي دودویی همبسته به کار خواهیم برد.  شده با پاسخ
دهی قطري که به  ها یک ماتریس وزن روش در این

دهد، به کار  هر مشاهده وزنی بین صفر و یک می
رود. این عمل تاثیر مشاهدات دورافتاده را روي  می

دهی به مشاهدات  کند. وزن برآورد پارامترها کم می
شود. در  شوئیپ انجام می در دو کلاس مالوس و

 کلاس مالوس وزن دهی بر مبناي خاصیت اهرمی
ها انجام  مبناي مانده در کلاس شوئیپ بر مشاهدات و 

 10شود، براي توضیحات بیشتر به کاکیش و پرایسر می
 يها بخشمراجعه شود. مطالب ارایه شده در ) 1999(

بعدي به شرح زیر است: نخست معادلات برآوردگر 
شود. سپس روش کمترین  یافته را معرفی می تعمیم

ي براي حل معادلات مربعات دوباره وزنی شده تکرار
گردد. در ادامه معادلات  یافته بیان می براوردگر تعمیم

                                                             
7. Pan, W. 
8. Wang, M., Long, Q. 
9. Carroll, R.J. and Pederson S. 
10. Qaqish, B.F., Preisser, J.S. 
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یافته استوار را مطرح کرده و سپس با  برآوردگر تعمیم
روش معادلات برآوردگر  يساز هیشباستفاده از 

با روش معمول آن  REGEE(1یافته استوار ( تعمیم
)GEEشود. ) مقایسه می 

  
 فتهیا معادلات برآوردگر تعمیم .2

در دو دهه اخیر توجه بسیاري از محققان به 
هاي چندمتغیره و همبسته جلب  تجزیه و تحلیل داده

شده است. در این گونه مطالعات متغیر پاسخ براي 
شوند. به  هر فرد در چندین نوبت متوالی مشاهده می

گیري مربوط به یک صفت در  که اندازه يا مطالعه
رد، مطالعه طولی گی طول زمان مورد بررسی قرار می

ها معمولا روي فرد  گیري گویند. این گونه از اندازه می
مختلف در طول  يها زمانگیري در  و یا واحد اندازه
گیري  شوند. به فرد و یا واحد نمونه مطالعه انجام می

گیري انجام  که براي وي در طول زمان چند اندازه
شود. بدیهی است  می گفتهشده است، یک خوشه 

ت حاصل از هر فرد یا خوشه که در واقع مشاهدا
دهند، با یکدیگر  میتشکیل  هاي تکراري را اندازه

هاي  هاي معمول براي تحلیل داده همبسته بوده، روش
 ها کارایی لازم را ندارند.  مستقل در مورد آن

یافته  از آنجا که روش معادلات برآوردگر تعمیم
هاي  روشی براي برآورد ضرایب رگرسیونی در مدل

باشد، براي متغیر پاسخ  یافته می خطی تعمیم ��, � = 1,2, … , به شرح  افتهی میتعممدل خطی  �
(��)�  زیر است: . = �[�(��)] = ���� 

براي مشاهده  بردار متغیرهاي کمکی ��که در آن   �بردار پارامترها (ضرایب رگرسیون) و  �ام و  �
ام به � باشند. بردار پاسخ فرد می تابع پیوند (ربط)
  شود. صورت زیر بیان می

                                                             
1. Resistant Generalized Estimating Equations 

ي هر طولی برا فرض کنید در یک مطالعۀ
گیري  زمان اندازه inموضوع یا فرد مورد مطالعه 
�)ام �وجود داشته باشد بنابراین فرد  = 1,2, … , �) 

�هاي  در موقعیت = 1,2, … ,  .شود مشاهده می ��
توان به  را می tام در زمانiپاسخ مربوط به فرد  متغیر

تواند پیوسته، یا  نمایش داد که می ���صورت 
  گسسته باشد.

�� = � ������⋮����
� = ����, ���, … , �����′ 

�یک بردار  ���پاسخ  هر × متغیرهاي  از 1
  شود.  یر نمادگذاري میکمکی دارد که به صورت ز

��� = ��������� ⋮���� �        � = 1,2, … , �� = 1,2, … , ��  

��ام ماتریسی  �به عبارت دیگر براي فرد  × � 
  از متغیرهاي کمکی به صورت 

�� =⎝⎛
��������⋮����� ⎠⎞

= � ���� ���� … �������� ���� … ⋮⋮ ⋮ ⋮ ⋮����� ����� … ������
��×�

 

اي از مشاهدات  شود. مجموعه مشاهده می
ام را خوشه نامیده و فرض �همبسته مربوط به فرد 

اند، ولی  ها همبسته شود که مشاهدات درون خوشه می
خوشه دیگر همبستگی وجود  خوشه وبین یک 
 )���(هاي بررسی شده به روش  ندارد. مدل

شوند. در  نامیده می 2اي هایی با میانگین حاشیه مدل
اي براي مطالعات طولی امید  یک مدل حاشیه

(���)�اي متغیر پاسخ یعنی  حاشیه = از طریق  ���
مربوط  صورت زیربه  ���به  �یک تابع پیوند به نام 

  شود: می

                                                             
2. Marginal Mean Model 
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��� = �(���) = ���� �بردار پارامترهاي نامعلوم از مرتبه  � � × بوده  1
شود که واریانس متغیر پاسخ تابعی از  و فرض می

var(y��)  شود:  بوده و به صورت زیر بیان می ���میانگین  = �(���)ϕ 
سخ داراي توزیع به عنوان مثال اگر متغیر پا

(���)� برنولی باشد داریم:  = ���(1 − اگر متغیر پاسخ  پارامتر پراکندگی است و � (���
� اي باشد  داراي توزیع برنولی یا دوجمله =  در 1

). )1998( 1شود (پارك و همکاران نظر گرفته می
باشد. این  می ��، ماتریس کوواریانس ��ماتریس 

توان براساس ماتریس همبستگی  ماتریس را می
نامیم به صورت زیر  می (�)��که آن را  ��عناصر 

�� بیان کرد: =��(�, �, �)= ��(�)��(�)��(�)� 
��یک ماتریس قطري  (�)��که  × بوده و  ��

 ������12عناصر روي قطر اصلی آن به صورت 
�� باشد یعنی: می =���� ������(���)�

= ���� ����(���)� 

به درستی  ��از آنجا که همبستگی بین عناصر 
 2را ماتریس همبستگی کاري (�)�� ،معلوم نیست

 ماتریس ،�نامند، و باید با برآورد پارامتر  می
هاي  روش را معلوم کرد. (�)��همبستگی کاري 

با توجه به نوع مدل به  (�)��مختلفی براي تعیین 
 (�)��هاي تعیین  روش 1-2بخش  رود. در کار می

تابع حداقل  �را بیان کرده و در ادامه براي برآورد 
 دهیم: تشکیل می یافته را به صورت زیر مربعات تعمیم

���� − ��(�)��������� − ��(�)��
���  

                                                             
1. Park, T.P., Shin, D.W., Park, C.G. 
2. Working Correlation Matrix 

بردار میانگین پاسخ با عناصر  imاین رابطه  در
itm :است و داریم ��� =���(�)= ���(���� �) 

روش مینیمم کردن  �براي برآورد پارامترهاي 
یافته منجر به معادلات  ع حداقل مربعات تعمیمتاب

یافته به صورت زیر شده که با حل  برآوردگر تعمیم
 را برآورد کرد: �توان  آن می

� ������ �� ������� − ��(�)� = 0�
���  

 به طور معادل داریم  

 ∑ ���(����(�)��)��(�� − ��) = 0����   (1) 
  
  ساختارهاي مختلف ماتریس همبستگی کاري 1- 2

تعیین  و � براي برآورد پارامتر همبستگی کاري
 لیانگ و زیگر (�)�� ماتریس همبستگی کاري

 اند. هاي زیر را پیشنهاد داده روش )1986(

  
  3پذیر ساختار همبستگی تبادل 1-1- 2

راي همبستگی اگر مشاهدات براي هر فرد دا
 ���و  ���هاي  مشترك باشند،یعنی براي تمام زوج

همبستگی ثابت وجود داشته باشد، در این صورت 
پذیر داریم. پارامتر همبستگی  ساختار همبستگی تبادل اسکالر بوده و ماتریس همبستگی کاري براي  � 
���)���� پذیر به صورت ساختار همبستگی تبادل , ���) = �1 � = �� � ≠ �  

 

�(�) = ⎣⎢⎢⎢
⎡1 � � … �� 1 � … �� � 1 … �⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮� � � … 1⎦⎥⎥⎥

⎤
        (2) 

                                                             
3. Exchangeable 
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پذیر  با ساختار همبستگی تبادل GEEاست. روش 
 ، از(�)به منظور برآورد پارامتر همبستگی مشترك 

  هاي پیرسن برآورد شده توسط رابطۀ مانده
  

 ���� = ���� −  کند. استفاده می ��������/�����
�� ها به صورت  دست آمده از این مانده به �برآورد  = �(�∗��)��∑ ∑ �̂���̂����������∗ = ∑ ��(�� − 1)����      (3) 

 باشد. می

  
 1همبستگی – 1روش  1-2- 2

فقط با   tدر این حالت هر مشاهده در زمان 
� مشاهده در زمان بعدي یعنی  + همبستگی  1

 گیریم ها را صفر در نظر می داشته و سایر همبستگی
,���)����  به عبارت دیگر . �����) = �1 � = 0� � = 10 � > 1  

�� این صورت برآورد پارامتر همبستگی از رابطه  در = ∑ �̂���̂��������(���)��                                  (4) 
آید. می دست به

    
 2همبستگی اتورگرسیو 1-3- 2

اگر مشاهدات مکرر درون خوشه به مشاهده قبل 
از خود وابسته باشند از همبستگی اتورگرسیو براي 

���)����  شود.  برآورد پارامترها استفاده می , ���) = �|���| 
هاي  با استفاده از مانده � پارامتر همبستگی

=�� به صورت  ���� پیرسن 1�� ∑ �∑ ��̂�� − �̂�̅����̂�,��� − �̅̂�������� �����∑ �∑ ��̂�,��� − �̅̂��������� �����  

                                                             
1. 1-dependence 
2. Auto regressive 

�̅̂�� = 1�� − 1 � �̂����
���  

�̅̂�� = 1�� − 1 � �̂������
���  

شود. ماتریس همبستگی کاري به  برآورد می
 صورت 

 

�(�) = ⎣⎢⎢
⎢⎡ 1 � �� … ����� 1 � … ������ � 1 … ����⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮���� ���� ���� … 1 ⎦⎥⎥

⎥⎤      (5)(  

  خواهد بود. 
  
  3روش بی ساختار 1-4- 2
الگوي مشخصی براي توصیف  ،این حالت در

در  ��همبستگی بین مشاهدات وجود ندارد و برآورد 
����  این روش به صورت  = �(���)�� ∑ �̂���̂������                          (6) ����(���, ���) = � 1 � = ���� � ≠ � 

  است. 
  

یافته به روش  معادلات برآوردگر تعمیم -3
 4کمترین مربعات دوباره وزنی شده تکراري

)IRLS(  
معادلات برآوردگر جهت استوار سازي 

براي این  IRLSروش بیان یافته، ناگزیر به  تعمیم
فرض یم. جهت این کار باش خانواده از معادلات می

�:کنیم  می = Σ��  و� = ���� , ��� , … , ��′ �′
یک  

�بردار  × �و  1 = �x�� , x�� , … , x�′ �′
یک  

��ماتریس  × رتبه ستونی از متغیرهاي کمکی  پر �
�باشد. مدل کلی  = �(�) =   را که در آن ��

                                                             
3. Unstructured 
4. Iteratively reweighted least squares 
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 �′ = ��1, �2, … , باشد در نظر گرفته و  می ���
 ��اول سري تیلور حول نقطه  ۀبا توجه به بسط مرتب

(�)� رسیم : به رابطه زیر می ≅ �(�̂) + ��(�̂)(� − �̂) 
∗�اگر  = �(��) + �′(��)(� − در نظر  (��

را بردار پاسخ کاري بنامیم در  ∗�گرفته شود و 
∗� را خواهیم داشت حالت ماتریسی رابطه زیر = ��� + �∗(� − �)          (7)(  

∗�در این رابطه  = یک ماتریس قطري  ��/��
�بلوکی  × نشان  ∗��ام آن با �است که بلوك  �
∗��شود و  داده می = �����������/������� 

 به IRLSتوان به روش  را می �باشد. برآورد  می
که  ��بدین صورت که یک برآورد اولیه  ،آورد دست

 دست بهبه روش معروف کمترین توان دوم خطا 
 دست بهرا  ∗�) قرار داده و7آمده است را در رابطه (

1−� آوریم. می = ام آن مربوط iبلوك  بوده و ∗�
∗��  با استفاده از رابطۀ باشد. ام میiبه خوشه  = پس از  و 1−∗��1−��(��)1��−1��−1−∗��

هاي بیان شده در  به روش (�)��و تعیین  �� برآورد
 بهرا  ∗�و برآورد جدید ∗��توان )، می1-2بخش (
  رابطۀ را با استفاده از ����� آورد، سپس دست

  ����� =  محاسبه کرده و  ∗�∗�1�′−��∗�′��
به  و ها کم ��مراحل بالا را تا جایی که اختلاف
 . حال رابطۀکنیم تقریب قابل قبولی برسد تکرار می

 �در آن ماتریس تصویر  و گیریم زیر را در نظر می
̂�  کنیم.  تعریف می را = ������= �(���∗�)�����∗�∗= ��∗  

شوند  نشان داده می ��ℎکه با  �عناصر قطر اصلی
مشاهدات و تاثیر آنها   متناسب با خاصیت اهرمی

�روي مقادیر برازش داده شده هستند .اگر  =  ��با  ��ℎدر نظر گرفته شود متوسط  (�)��

�نشان داده خواهد شد و = �∗(� − �̂) = �∗ − � = (� −   ها خواهد بود. بردار مانده ∗�(�
  
  ي استوار  یافته معادلات برآوردگر تعمیم -4

یافته استوار توسط  معادلات برآوردگر تعمیم
به صورت زیر ) 1999) و (1996( 1پرایسر و کاکیش

∑  تعریف شده است: ��′(��, �)��−1(�, �)��=1���(��, �, ��, �, �) ���, ��(�)� − ���= 0     (8)  

��در این رابطه اگر  = ��و  � = در نظر  0
یافته مطرح  گرفته شوند معادلات برآوردگر تعمیم

معرفی شده در  )1992( شده توسط لیانگ وزیگر
 امین خوشه شامل �یک ماتریس قطري براي  ��  .آید می دست به) 1رابطه (
� ،��� هاي وزن = 1,2, … , همواره . باشد می �� بوده و براي بیشتر مشاهدات وزنی  1و  0ها بین ���

شود اما براي مشاهداتی  در نظر گرفته می 1نزدیک به 
تري  دارند وزن پایین �که تأثیر بیشتري روي برآورد 

  شود.  در نظر گرفته می
��کمیت  = ����� − عامل که به  ���

اي محاسبه  گونه باید به، شود نامیده می 2سازي نااریب
)  8یافته در رابطه ( تعمیمشود که معادلات برآوردگر 

پائین آوردن وزن مشاهدات پرنفوذ و . نااریب شود
دورافتاده ممکن است براساس نفوذ متغیرهاي کمکی 

��� باشد یعنی = ���(ℎ��)ر کلاس مالوس ، که د
و یا ممکن است علاوه بر متغیرهاي  ،است گونه نیا

��� کمکی به متغیر پاسخ هم وابسته باشد یعنی = ����xit, �, ���, �, ، که کلاس شوئیپ ��
در کلاس مالوس چون . باشد بدین صورت می

��اند  غیر تصادفیitw هاي وزن = و در . اشدب می 0

                                                             
1. Preisser and Qaqish. 
2. Debiasing factor 
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را طوري تعیین کرد که  ��کلاس شوئیپ باید 
) نااریب باشند. پرایسر و 8معادلات برآوردگر رابطه (

قضیه زیر را در رابطه با  )1999) و (1996( 1کاکیش
   .) مطرح کردند8معادلات برآوردگر استوار رابطه (

  
 قضیه 

�� اگر = ����� −   و را تعریف کرده ���
 �� = �[Ψ�]  .در نظر گرفته و فرض کنیم 

و  �به شرط وجود  �√سازگاري از نوع  ��) 1   دارد . �
 �به شرط وجود  �√سازگاري از نوع  ��) 2
  دارد. 
3 (var(ψ�) < ∞  
4 (ψi  مطلقاً پیوسته بوده و مشتق آن نسبت  �در

، �د. و براي هر شو نشان داده می ψiبا  ��به  �‖��‖ < ∞  
�����12آنگاه تحت شرایط مشخصی  − به  ��

طور مجانبی به توزیع نرمال با میانگین صفر و 
 دست بهزیر  رابطۀ که از ��ماتریس کوواریانس 

∑��→�lim کند. آید، میل می می �������Γ������� ����∑ �������Var(ψ�)���������� ��∑ �������Γ������� ���                     (9) 

�̇� = ���� ��   ψ̇�� = ���� ��(��) Γ� = �ψ̇�� − �̇� 
,�)���� يها مشتقست که شرایط اضافی لازم این ا ,������و  ��/�(� ��(�)�� و  ��/  . دار باشند با تغییر کران ��/�(�)����

) با روش 8در معادلات برآوردگر ( �برآورد 
کمترین مربعات دوباره وزنی شده تکراري توسط 

                                                             
1. Preisser, J.S., Qaqish, B.F. 

∗�مدل  = ��� + �∗(� − C) آمده  دست به
∑�  خواهد آمد  دست بهوسط رابطه زیر ت ���واریانس  �������Γ������� ����∑ �������(ψ� − ��)(ψ� − ��)����������� ��∑ �������Γ������� ���   

و  بیشتر به پرایسر حاتیتوضبراي اثبات و 
 مراجعه شود.]) 12],[11( [کاکیش 

یافته استوار براي  معادلات برآوردگر تعمیم 4-1
  هایی با پاسخ دودوئی همبسته  مدل

هاي  در کلاس "کاهش وزن مشاهده"روش 
هاي دودویی همبسته به  شوئیپ و مالوس در پاسخ

اي و  حاشیه يها عیتوزآسانی قابل استفاده است، زیرا 
.یک  اند مربوط �و  �فقط به  �� رهیدومتغهاي  توزیع

گیریم و بدون از  خوشه به اندازه دلخواه را در نظر می
کنیم اولین دو  دست دادن کلیت مسئله فرض می

را به صورت  ���. باشند �2و  �1عضو بردار پاسخ  ��� = ����1 = �, �2 = کنیم.  تعریف می ��
با عناصر  يا چندجملهیک توزیع  رهیدومتغتوزیع 

,�11)احتمال  �10, �01, بوده و توسط   (�00
�1اي  هاي حاشیه میانگین = ����1 = و  �1 �2 = ����2 = شوند و اگر  معین می �1

π11 نشان دهیم داریم:  �را با  �2و  �1همبستگی بین  = μ1μ2 + ρv112 v212  �10و = �1 − �11 
�01و  = �2 − �00و  �11 = 1 − �1 − �2 + �11 .  

��اي  تابع واریانس توسط رابطه = ����� = ���1 − �شده و  تعریف  ��� = در نظر گرفته  1
وزن مشاهدات و تابعی  ��شود. فرض کنیم تابع  می
باشد. براي حل معادلات برآوردگر  ��انده از م
» کاهش وزن مشاهده«یافته استوار در روش  تعمیم

تواند از  دارد که می ��کلاس شوئیپ، نیاز به تعیین 
آورد که به صورت   دست بهاي  توزیع برنولی حاشیه
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�� = ���wt(1) − wt(0)� در  ،شود نشان داده می
ام در خوشه مورد نظر tوزن مشاهده  (�)wtاینجا 

��زمانی که  = تابعی  wtچون هر  ،باشد است می �
ام است و به بردار  tهاي مربوط به مشاهده  از مانده

چنین بر  ،شود هاي خوشه مربوط نمی کامل مانده
هاي قطري  ماتریس Γو همچنین  ψ̇آید که  می

�cov(ψ  که:  توان نشان داد خواهند بود. لذا می ,���) = ������������������ 
var (ψ�)  و  = �����  
Γ  و  = ����{−��} 

��که در آن  = �1 − ���wt(1) + ��wt(0)  و   اهد بود. خو ′��و  ��همبستگی بین  ′���
ا یافته ب مقایسه معادلات برآوردگر تعمیم -5

استوار با استفاده  یافتۀ معادلات برآوردگر تعمیم
  يساز هیشباز روش 

به منظور مقایسه روش معادلات برآوردگر 
 یافتۀ ش معادلات برآوردگر تعمیمیافته با رو تعمیم

سازي استفاده کرده و مدلی با یک  استوار از شبیه
ی و متغیر پاسخ دودویی که در آن تعداد متغیر کمک

باشد را در  2ها مساوي و برابر  اعضاي درون خوشه
اگر ماتریس طرح به صورت زیر بیان . گیریم نظر می

تعداد آنها را نشان  iو  ها خوشهتعداد  kشود:
�1 دهد. می Δ�1 −Δ��Δ� = ��� = 1,2, … � 

با توجه به توزیع متغیر پاسخ مدلی با یک متغیر 
کمکی و با پیوند لوجیت به صورت زیر خواهیم 

(���)����� داشت: = �� + ��x��� = 1,2, … �� = 1,2  

�0در این مدل  = �1و   2− = و  0.8
�همبستگی بین مشاهدات پاسخ را  = یا  0.3 � = در نظر گرفته و با استفاده از ساختار  0.7

ها را  سازي داده )) شبیه2پذیر (رابطه ( همبستگی تبادل
کنیم. در این راستا جهت مقایسه  بار تکرار می 1000
با روش کلاسیک ) REGEE( هاي استوار روش

)GEE(، یآلودگهاي بدون  هایی در حالت داده )0 %
دو کلاس  % آلودگی براي5% و 3درصد آلودگی)، 

کنیم. سپس جهت مقایسه  مالوس و شویپ تولید می
هاي مذکور از میانگین مربعات خطا استفاده  روش
  ها شود. تابع وزن دهی به کار رفته در تمام روش می

 �(�) = exp{−(�/�)�}  بوده، که توسط
پیشنهاد شده است. در ) 1997( 1هولاند و ولش

�روش کاهش وزن مشاهده شوئیپ  = و وزن  ���
در روش کاهش . یرسن خواهد بودپتابعی از مانده 
�ي مالوس  وزن مشاهده = ℎ�� دهی بر  و وزن

 �. شود هر مشاهده انجام می اساس خاصیت اهرمی 
نامیده شده و  2سازي مقدار ثابتی است که ثابت میزان

اي انتخاب نمود که بیشترین  به گونه را آنباید 
عموما انتخاب . برآودگر حاصل شودی براي کارای

 وزن کمنفوذ را با بالقوهنقاط  aمقادیر بزرگ براي 
در روش کاهش وزن مشاهده مالوس . کند نمی

. در انتخاب شود ��برابر  4یا  a 3شود که  پیشنهاد می
ی شوئیپ با بررسی کارای روش کاهش وزن مشاهدة

�مقادیر  ،aمدل با توجه به مقادیر متفاوت  = تا  3 � =   .اند شدهب تشخیص داده مناس کار نیابراي  5
هاي معادلات  مقایسه مقدار اریبی روش 1- 5

در  ���یافته استوار با روش  برآوردگر تعمیم
  ��برآورد 

را در  �����هاي  ابتدا میزان اریبی روش
  کنیم . بررسی می ���نسبت به روش  �1برآورد 

                                                             
1. Holland and Welsch 
2. Tuning Constant 
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) بیان 2) و (1ها در جداول ( نتایج این بررسی
 ،ها در این جداول اثر تعداد خوشه. شده است

ها به  میزان آلودگی داده ،همبستگی بین مشاهدات
ایم که  بررسی کرده �1نقاط دورافتاده را روي برآورد 

  نتایج حاصل از آن به صورت زیر است:

دهد که روش کاهش وزن  ) نشان می1جدول ( 
 ها دادهزمانی که بین  ،�1مشاهده شوئیپ در برآورد 

نقاط دورافتاده و پرنفوذ وجود ندارد اریبی بیشتري از 
دارد اما زمانی که در مشاهدات نقاط  GEEروش 

جود داشته باشد به مقدار زیادي اریبی آن دورافتاده و
توان گفت در یک مدل  می. کمتر است GEEاز روش 

% آلودگی به نقاط دورافتاده 5و  =50kبا تعداد خوشه
در صد کمتر  30تا 15بین  REGEEهاي  اریبی روش
 3و  k=50) است و براي مدلی با GEEاز روش (

تا  40ن درصد آلودگی به نقاط دورافتاده این میزان بی
که  طور همانباشد.  می GEEدرصد کمتر از روش  80

�شود زمانی که  ملاحظه می = در نظر گرفته  0.7
شود، میزان اریبی هر دو روش بیشتر از زمانی است 

�  که =   باشد .0.3

دهد که زمانی که بین  ) نشان می2جدول (
نقاط دورافتاده وجود ندارد تفاوتی بین  ،مشاهدات

در  GEEروش کاهش وزن مشاهده مالوس و روش 
وجود نقاط دورافتاده به . وجود ندارد �1برآورد 
روش مالوس را نسبت به روش  یبیار یکممیزان  GEE نتایج  کند ضمنا تغییر همبستگی نیز در کم می

بیان شده تغییري ایجاد نکرده است. اما زمانی 
� که = �به  0.3 = کند میزان اریبی  تغییر می  0.7

  هر دو روش بیشتر از حالت قبل است.

� (���ا روش مقایسه میزان اریبی روش کاهش وزن مشاهده مالوس ب .2جدول  = ���( 

  0.7=ρ    0.3=ρ     
  درصد نقاط دورافتاده  تعداد خوشه  GEE  مالوس  GEE  مالوس
0.112 -  0.112 -  0.011  0.011  200=k %0  
0.091 -  0.092 -  0.021  0.020  100=k %0  
0.050 -  0.056 -  0.078  0.073  50=k %0  
0.207 -  0.209 -  0.106 -  0.109 -  50=k  %3  
0.278 -  0.279 -  0.192 -  0.194 -  50=k  %5  
0.402 -  0.403 -  0.342 -  0.343 -  50=k  %10  

�(���مقایسه میزان اریبی روش کاهش وزن مشاهده شوئیپ با  .1جدول  = �( 

  7/0=ρ    3/0 =ρ     
  درصد نقاط دورافتاده  تعداد خوشه  GEE  شوئیپ  GEE  شوئیپ
0.020 -  0.112 -  0.044  011/0  200=k %0  
0.060  0.092 -  0.094  0.020  100=k %0  
0.290  0.056 -  0.339  0.073  50=k %0  
0.035 -  0.209 -  0.047  0.109 -  50=k  %3  
0.114 -  0.279 -  0.050 -  0.194 -  50=k  %5  
0.368 -  0.403 -  0.309 -  0.343 -  50=k  %10  
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 �1مقایسه میانگین مربعات خطا در برآورد  2- 5
هاي  یافته و روش در معادلات برآوردگر تعمیم

  استوار آن
اده از میانگین خواهیم با استف در این بخش می

یافته را  مربعات خطا روش معادلات برآوردگر تعمیم
همچنین . استوار آن مقایسه کنیم يها روشبا 
به این سؤال  ها خوشهخواهیم با تغییر در اندازه  می

چه تاثیري در  ها خوشهپاسخ دهیم که افزایش تعداد 
) نتایج حاصل 3میانگین مربعات خطا دارد؟ جدول (

  دهد. را نشان می از این بررسی

ربعات خطا دهد که میانگین م ) نشان می3جدول (
شوئیپ زمانی که در  در روش کاهش وزن مشاهدة

فتاده % نقاط دورا5است اما زمانی که به میزان  GEEها نقاط دورافتاده وجود ندارند بیشتر از روش  داده
ها وجود داشته باشد میانگین مربعات خطاي  در داده

شود. در روش  می GEEاین روش کمتر از روش 
کاهش وزن مشاهده مالوس چه در زمانی که در 

ها نقاط دورافتاده وجود ندارد و چه زمانی که  داده
% وجود دارد تفاوت 5نقاط دورافتاده به میزان 

ن روش و چندانی بین میانگین مربعات خطاي ای GEE  روش با  2در هر . وجود ندارد �1در برآورد
ها از میانگین مربعات خطا کم  افزایش تعداد خوشه

و در روش کاهش وزن مشاهده شوئیپ . شود می
ها  که نقاط دورافتاده در داده همواره این میزان هنگامی

است. به طور  GEEوجود داشته باشد کمتر از روش 
) داریم که میزان کارایی روش 3(کلی از نتایج جدول 

شویپ نسبت به روش مالوس با افزایش میزان 
باشد.  آلودگی از  روندي صعودي برخوردار می

بررسی مشابه نشان داده است که با  افزایش عناصر 
ماتریس طرح میزان کارایی روش استوار به مقدار 

، (پرایسر و کاکیش یابد افزایش می يا ملاحظهقابل 
1999( . 

  يریگ جهیتن
 يها روشاز مقایسه  يساز هیشببا توجه به نتایج 

یافته در دو  استوار سازي معادلات برآوردگر تعمیم
  رسد که:  کلاس شوئیپ و مالوس به نظر می

روش کاهش وزن مشاهده شوئیپ در الف: 
نقاط دورافتاده و  ها دادهزمانی که بین  ،�1برآورد 

 GEEي از روش پرنفوذ وجود ندارد اریبی بیشتر
دارد اما زمانی که در مشاهدات نقاط دورافتاده وجود 

 GEEداشته باشد به مقدار زیادي اریبی آن از روش 
  کمتر است.

ب. میانگین مربعات خطا در روش کاهش وزن 
نقاط دورافتاده  ها دادهمشاهده شوئیپ زمانی که در 

 REGEEو  GEE هاي روشمیانگین مربعات خطا براي  .3جدول 

      GEE    شوئیپ    مالوس  
MSE  1 برآوردb  MSE   1برآوردb  MSE 1برآوردb  نقاط دورافتاده  ها تعداد خوشه%  
0.116  0.820  0.266  0.894  0.116  0.820  K=100 %0  
0.056  0.811  0.060  0.818  0.056  0.811  K=200  %0  
0.027  0.809  0.028  0.808  0.027  0.809  K=400  %0  
0.018  0.808  0.019  0.818  0.018  0.807  K=600  %0  
0.138  0.592  0.138  0.598  0.137  0.593  K=100  %5  
0.095  0.5781  0.093  0.581  0.095  0.578  K=200  %5  
0.074  0.574  0.073  0.574  0.074  0.572  K=400  %5  
0.066  0.573  0.065  0.575  0.066  0.5734  K=600  %5  
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است اما زمانی که  GEEوجود ندارند بیشتر از روش 
وجود داشته  ها داده% نقاط دورافتاده در 5ان به میز

باشد میانگین مربعات خطاي این روش کمتر از 
شود. از طرف دیگر با توجه به  می GEEروش 

تفاوت چندانی بین دو   MSEمعیارهاي اریبی و 

شود، ولی در حالت کلی  روش استوار دیده نمی
کلاس شوئیپ با توجه به میزان کاهش اریبی آن در 

و نیز از منظر میانگین مربعات خطا  �1د برآور
  باشد. می تر مناسب
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