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  چکیده
را نیاز از پارامترها  يتر قیدق برآوردهاي آن  پارامترهاي متعددي در جامعه وجود دارد که براي شناسایی ویژگی

 .کرد يریگ میتصمهاي مختلف مورد بحث در جامعه  اخصش ر موردتوان د با برآورد این پارامترها می داریم.
و مشخص) بتوان تحلیلی  فیتعر خوشنیستند که تحت یک تابع توزیع مناسب ( يا گونه آنهاي مورد بررسی  جامعه

 هاي مشخصی معلوم هستند. شود که شاخص درست روي پارامترهاي آن انجام داد؛ براي این منظور معمولا فرض می
توان با فرض معلوم بودن  مورد توجه بسیاري از آماردانان قرار گرفته که این کار را می  جامعه يرد پارامترهابرآو

) یک روش 2008( اخیراً لاهیتران و ویجکون عات پیشین) انجام داد.ضریب تغییرات، چولگی و یا برجستگی (اطلا
  دست آوردند. به انقباضییافته را براي به دست آوردن برآوردگرهاي  تعمیم

انقباضی مطرح کردند برآوردگرهاي  )2008( خواهیم بر اساس قضایایی که لاهیتران و ویجکون ما در این مقاله می
آوریم و با استفاده از معیار میانگین بر  به دستنرمال  - ینه را براي پارامترهاي میانگین و واریانس توزیع چولهبه

نرمال معرفی کنیم و با استفاده از  - برآوردگري براي واریانس توزیع چولهاساس برآوردگر میانگین به دست آمده 
  این دو برآوردگر واریانس بپردازیم. ۀر میانگین مربعات خطا به مقایسمعیا

  
 -  بهینه، توزیع چوله ر انقباضیبرآوردگ میانگین مربع خطاي زیان مقیاسی، ضریب تغییرات، کلیدي: واژگان
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 مقدمه

در نظر گرفتن ضریب تغییرات معلوم در بسیاري از 
 بر این اساس سیرلز شود. کاربردهاي حقیقی استفاده می

 3)1995ونت و هیبرت (آرل ،2)1968خان ( ،1)1964(
 دست بهبراي میانگین جامعه  ییبرآوردگرها

 هیبرت ) و نیز آرنولت و1976( گلزر و هیلی.آوردند
یک آماره  عنوان به   T(X)) با در نظر گرفتن 2001(

این برآوردگر ، و تابع پارامتري مورد نظر بسنده مینیمال
نتایج آنها  4)2005( ویجکون را تعمیم دادند. وچکو و

را براي  5را بهبود دادند و برآوردگرهاي انقباضی
 به دستنمایی تک پارامتري  يها خانوادهمیانگین در 

مینیمم میانگین مربعات  6)1976هیلی ( گلزر و آوردند.
در  آوردند. به دست θخطاي برآوردگر را براي 

نتایج قبلی  )2008( 7اخیر لاهیتران و ویجکون يها سال
وردگرهاي انقباضی بهینه را براي برآ و را تعمیم دادند

که اطلاعات اضافی در  پارامترهاي جامعه زمانی
آوردند. در ادامه یکی از  به دستدسترس باشد را 

قضایایی که توسط لاهیتران و ویجکون مطرح شد را 
آوریم و با استفاده از آن برآوردگرهاي انقباضی بهینه  می

 ه دستبنرمال –را براي پارامترهاي توزیع چوله 
  آوریم. می
  

  نتایج اصلی
) اثبات 2008( ابتدا قضیه زیر را که لاهیران و ویجکون

 کنیم: را بیان می اند نموده

� فرض کنید :1 قضیه = (X�, … , X�)� ي  یک نمونه
,�)�اي با توزیع  تصادفی از جامعه یک  (�)�و  (�

باشد و  θتابع حقیقی مقدار روي فضاي پارامتري  با  (�)�اي  یک برآوردگر نقطه (�)�

                                                             
1. Searls 
2. Khan 
3. Arnholt and Hebert 
4. Wencheko and Wijekoon 
5. Optimal shrunken estimators  
6. Gleser and Healy 
7. Laheetharan and wijekoon 

�[�(�)] = �که  (�)�� ∈ باشد، بدون از دست  �
�دادن کلیت قضیه  > شود اگر  در نظر گرفته می 0

�τنسبت  = [�(�)]��var[�(�)] مستقل ازθ  باشد
(x)∗�آنگاه  = α∗T(x) طور یکنواخت میانگین  به

(α)��گرهاي کلاس مربعات خطا را در میان تمام برآورد = {��(�)|0 < � < که  {∞ α∗ = �/�(k� + τ�)� کند. مینیمم می  
) در اینجا سه نوع برآوردگر که 1.2( با توجه به قضیۀ

عبارتند از برآوردگر بهینه انقباضی و برآوردگري براي 
واریانس جامعه و برآوردگري براي میانگین جامعه را 

  دهیم. ارائه می
برآوردگري براي میانگین  Τ(Χ)آوردن  تبه دسبراي 
اي (یا آماره بسنده  ابتدا یک برآوردگر نقطه،جامعه
مطابق با توزیعی  (�)�را براي برآورد  Τ(Χ)کامل) 
خواهیم برآوردگر بهینه انقباضی براي میانگین آن  که می

که  طوري به کنیم؛ معرفی می دست آوریم، هب �[�(�)] = ) برآوردگر 1- 2قضیه (و مطابق با  (�)�� Τ(Χ)  آوریم می به دسترا.  
آوردن برآوردگر  به دستتوضیحات بالا نیز براي 

که در این  (X)∗��انقباضی بهینه براي واریانس جامعه؛ 
دهیم، بکار  نشان می OSE 8 مقاله به اختصار با نماد

خواهیم برآوردگر  رود با این تفاوت که در اینجا می می
 به دستضی را براي واریانس توزیع بهینه انقبا

که باید مطابق با واریانس توزیع، برآوردگر اولیه ،آوریم
Τ(Χ) .معرفی شود 

(برآورد میانگین جامعه) برآورد  (x)∗�بر اساس 
 MBE9دیگري براي واریانس جامعه با نام اختصاري 

(x)∗��  شود: به صورت زیر در نظر گرفته می = ν�[T∗(x)]� 
ضریب تغییرات است،که معلوم فرض شده است  υکه 

 (x)∗��و  (x)∗��بین دو برآوردگر   و هدف مقایسه
  است.

                                                             
8. Optimal Shrunken Estimator 
9. Mean Based Estimator 
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این دو برآوردگر  MSEاین دو برآوردگر  براي مقایسۀ
  کنیم. را با هم مقایسه می

�������  دانیم  طور که می همان = ������� + [�����]�     )1(  
�����  که  = ����� − �         )2(  

,���  اریبی است. اگر  ��� = (�� − �)�           )23(  
�������  باشد و بنابراین = ��(�� − �)� )24         (  

تابع زیان دیگري با عنوان تابع زیان مربع خطاهاي 
  شود: باشد که به صورت زیر تعریف می مقیاسی می

 ����, ��� = (����)��� )5      (  
  پس 

 ��������� = �������� = ��[������� ]�  )2 -6  (  
  بنابراین و
 �����[�∗(�)] = ��(�� + ��)��[�(�)]� 

برآوردگري براي میانگین جامعه  (�)∗�باشد که  می
  است.

  

  1رمالن - توزیع چوله
ذکرشده برآوردگر انقباضی را  حال با استفاده از قضیۀ

آوریم. توزیع  نرمال به دست می -  براي توزیع چوله
  ارائه شد. 2توسط آزالینی 1985نرمال در سال  -  چوله

داراي توزیع  ��گوییم متغیر تصادفی  :1 تعریف
  lنرمال با پارامتر حقیقی- چوله
,�)�  اگر تابع چگالی آن به صورت:  است �) = 2�(�)�(��)� ∈ ℛ           (6) 

به ترتیب تابع چگالی و توزیع  Φو  � باشد که در آن
داراي  ��که  تجمعی نرمال استاندارد هستند. هنگامی

نرمال است به اختصار آن را با نماد  - توزیع چوله   دهیم. نمایش می (�)��~��

                                                             
1. Skew- normal  
2. Azzalini 

توان پارامتر کنترل  در این توزیع را می �تر پارام
نرمال به ازاي مقادیر - چولگی نامید. تابع چگالی چوله

چوله  �چوله به راست، به ازاي مقادیر منفی  �مثبت 
� به چپ و به ازاي  = متقارن و به چگالی نرمال  0
  شود. استاندارد تبدیل می

  
  نرمال -چند خاصیت تابع چگالی چوله

به ترتیب داراي  �Zو  Z متغیرهاي تصادفی  فرض کنید
نرمال باشند. در - توزیع نرمال استاندارد و توزیع چوله

  این صورت روابط و نتایج زیر را خواهیم داشت:
–نرمال با پارامتر  - داراي توزیع چوله �Z−الف)  λ 
  است.

λب) اگر  = .به عبارت دیگر  Z�~�(0,1)آنگاه  ،0
��م در این حالت داری =� �   

(���)  توزیعی هم ۀتابعی زوج باشد، آنگاه رابط �ج) اگر  =� ��� برقراراست. براي مثال داریم  (�)� =� ��. 
 ور و مشخصۀآنگاه توابع مولد گشتا ،SN(λ)~��اگر 

(�)���  آن به ترتیب عبارتند از: = 2 exp ���� � �(��)� ∈ ℛ                    (7) ��� =exp �− ��� �[1 + � ∫ ��� exp {������ }]��� ∈ ℛ       )8(  

δکه در آنها  = λ/√1 + λ� .  
توان  گشتاور به سادگی میبا استفاده از تابع مولد 

نرمال را به دست  -  میانگین و واریانس توزیع چوله
�  آورد. به عبارت دیگر خواهیم داشت: = � � lZ � = ��� δ  )9(               

 و

)10         (�� = ��� � lZ � = 1 − 2� δ�  
  

 وله نرمال   انقباضی توزیع چ يبرآوردگرها
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(�)�اگر  = ∑ را به عنوان برآوردگري براي  �������
 نرمال در نظر بگیریم طبق قضیۀ - ه میانگین توزیع چول

  ) داریم:1(

� �� ����
��� � = ��2� � ���[�(�)] =∑ ���(���)����= �(1 − �� ��)     )11(  

μیم ) دار6در ( = �(�) = ��� � , � = �τکه  � = [g(λ)]�����[�(�)] = �� �1 − �� ���� / ��� و  ���
���μ�σدانیم ضریب تغییرات که  نیز می  و  =

υ=σ/µ .است که معلوم فرض شده است  

�با جایگذاري  = �1 − �� ��/��� داریم  �τدر  � τ� = n�� که مستقل ازλ باشد پس مطابق با می  
∗α  ) داریم:1( قضیه = �k��τ� = nn� + nν� 
(�)∗T  پس = �∗�(�) = ∑ [(�)∗T]���  در نتیجه  که ����������� = ������ = ����(����)         )3 -7(  

[(�)∗T]����� که  = ���[T∗(�)]/��  که
[(�)∗�]�����  عبارتست از: = ���[�∗(�)]�� = ������   (12) 

انقباضی را براي واریانس توزیع  حال برآوردگر بهینۀ
با استفاده از ویژگی  آوریم؛ نرمال به دست می - چوله

∑  ریم :نرمال دا - قسمت ج توزیع چوله (��� − �̅�)����� d ∑ (Z� − Z�) ����      (13) 
�2دانیم که  و نیز می  = 1/(� − 1) ∑ (Zi − Z�)2ni=1 

باشد، پس با  یمتغیر تصادفی نرمال استاندارد م �Zکه 
∑  : بالا داریم استفاده از رابطۀ (��� − �̅�)����� ~�(���)�         (10) 

پس تمام روابطی که براي توزیع نرمال داشتیم براي 
نرمال نیز برقرار است و محاسبات براي  -  توزیع چوله

به دست آوردن برآوردگر واریانس مطابق توزیع نرمال 
∑دانیم که  آید. می به دست می (Z� − Z�)����� آمارة 

توانیم مطابق با  شد، پس میبا می σ2ل برايمینیما بسندة

�Sشده  گفته قضیۀ = ���� ∑ (Z� − Z�)�����  را به
عنوان برآوردگر واریانس توزیع نرمال در نظر بگیریم و 

(��)�داریم  = σ�  1- 2( مطابق با قضیهکه،( � = 1 , �(�) = σ� باشد پس می  τ2 = [�(�)]−2var[T(�)] = σ−4var[S2]  که
(��)���  ) داریم:8- 3( با استفاده از = (2σ�)/(� − 1) 

  پس 

α∗ = �k� + τ� = 1���� + 1 = n − 1n + 1 

τ� = 2σ�. σ��� − 1 = 2n − 1 

گفته شده برآوردگر انقباضی براي  پس مطابق با قضیۀ
(�)∗��  واریانس به صورت =α∗T(X)= ������ S�= ���� ∑ (Z� − Z�)� ����       )14(  

[�ν∗(X)]���  است که = ��������        (15) 
در کلاس   برآوردگر دیگري براي واریانس است. (X)���� و بر اساس�(�) = (�)∗��  به صورت �� = �[∑ ������� ]�           (16) 
�)� است که که با استفاده از قضیه ذکر شده  باشد می + ��)��(� + ��) + 2��(2� + ��) α = ��μ�σ� 

�(�)∗������  آنگاه باشد. واریانس جامعه می = 2��(2� + ��)��(� + ��) + 2��(2� + ��) �� 
)17(  

, (X)∗��دو برآوردگر  و در نتیجه با مقایسۀ ��∗(X)  به
�(�)∗��������  داریم:ا آنه SMSEL  وسیله −�����[��∗(�)]= ���(�����)��(����)����(�����)− ����

   
 )18(             �� = ������∗(�)����[��∗(�)]  

 میانگین مربع خطاي زیان که نتایج عددي هر کدام از
, (X)∗�� 1مقیاسی ��∗(X) براي حجم نمونه از� = 2 

                                                             
1. Scaled mean square error loss  
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nتا  =  1 و ضریب تغییرات متفاوت در جدول 51
  داده شده است.
با  SMSEL(T∗(X)) بینیم که می 1شکل  در نهایت در

 SMSEL(1a)شکل  در یابد. افزایش می ،υافزایش 
رسم گردیده که مشاهده  (X)∗��و  (X)∗��مربوط به 

کاهش  ����� (حجم نمونه)، nکنیم با افزایش  می
در مقایسه با  �(�)∗��������یابد و  می  (�)∗��بنابراین باشد و  کمتر می [(�)∗��]�����

باشد و نیز با رسم نمودار  می (X)∗��بهتر یا کاراتر از 

کارایی آن  ،υبینیم که با افزایش ) میb2کارایی آن (شکل
   یابد. نیز کاهش می

 
  گیري نتیجه

برآوردگرهاي انقباضی بهینه براي پارامترهاي توزیع 
ینه براي نرمال همانند برآوردگرهاي انقباضی به -  چوله

,�)�توزیع نرمال  این مطلب را به  باشند و می (��
ملاحظه  در توزیع نرمال تحقیق نمود. توان یمراحتی 

����کردیم که در کلاس   برآوردگر انقباضی بهینۀ (�)
انقباضی  کارایی بهتري نسبت به برآوردگر واریانس،

موضوع  نیو انرمال دارد  -  واریانس توزیع چوله بهینۀ
هاي مختلف برقرار است. به نظر  براي اندازه نمونه

کلاس برآوردگرهاي انقباضی کارایی به مراتب  رسد می
و بخصوص  بهتري نسبت به برآوردگرهاي دیگر دارند

زمانی که ضریب  تر کوچکهاي  براي اندازه نمونه
کارایی بهتري نسبت به د، تغییرات معلوم باش

  برآوردگرهاي دیگر دارند.

(توزیع  واریانسبرآورد  براي REنمودار  .3شکل 
 تغییرات اندازة نمونه باچوله)  -نرمال

د میانگین (توزیع در برآور SMSELنمودار  .1شکل 
 چوله) با تغییرات اندازة نمونه -نرمال

 واریانسبرآورد  براي SMSELنمودار  .2شکل 
 تغییرات اندازة نمونه در برابرچوله)  -(توزیع نرمال
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