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 چکیده

ست به ویژه اي در برآورد میانگین مجهول جامعه ا میانگین موزون تصادفی جایگزینی مناسب براي میانگین نمونه
که متغیرهاي تصادفی از ارزش (وزن) یکسانی برخوردار نیستند. این آماره اخیرا مورد توجه برخی آماردانان  زمانی

اي از  آمده است. برقراري نتایج حدي مناسب براي دنباله به دستقرار گرفته و برخی نتایج در محاسبه توزیع آنها 
ویژه مسئله آزمون فرضیه تلقی  و کاربردي در احتمال و استنباط آماري بههاي مهم  متغیرهاي تصادفی یکی از ویژگی

ویژه قانون قوي اعداد بزرگ براي میانگین موزون  شود. در این مقاله به مروري بر برخی نتایج حدي موجود به می
برخی حالات و قضیه حد مرکزي را در  بزرگپردازیم و همچنین نتایج جدید شامل قانون ضعیف اعداد  تصادفی می
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 مقدمه 

,�� یدنفرض ک ��, … , متغیرهاي تصادفی  ��
باشند. براي  (�)� مستقل با تابع توزیع مشترك 

) میانگین موزون 1990( 1اولین بار جانسون و کوتز
��  تصادفی از این متغیرهاي تصادفی را به صورت  =��X� + �2�2 + ⋯ + ����n ≥ 2,          )1(  

,��هاي تصادفی  معرفی کردند که وزن ��, … , �� 
∑1با شرط  ������ ��به صورت  =  = �(�) − �براي  (���)� = 1,2, … , در نظر گرفته   �

,(1)�شوند و  می … , هاي ترتیبی  آماره (��1)�
,�1تصادفی  متناظر با نمونه … , از توزیع  ���1

( [0,1]یکنواخت  (�)�)هستند  = و  10
( �(0) = . اصطلاحا به چنین متغیرهاي (0

هاي) تصادفی، متغیرهاي تصادفی به طور  (وزن
یکنواخت توزیع شده روي یک سیمپلکس واحد 

)). سلطانی و 1968( 2شود (دمپستر و کلیل گفته می
) را گسترش داده و با 1( ) تعریف2012روزگار (

اي بین  استفاده از تکنیک تفاضلات تقسیم شده رابطه
میانگین موزون تصادفی  3افتهی میتعمتبدیل اشتیلتیس 

متغیرهاي تصادفی  افتهی میتعمو تبدیل اشتیلتیس 
آوردند. با استفاده از روابط  به دستمستقل 

)، کلاس 2012( 4در سلطانی و روزگار آمده دست به
 5یو سلطانبتا توسط روزگار  يها عیتوزوسیعی از 

ها  ) معرفی گردید و توزیع میانگین موزون آن2014(
  آمد. به دست

میانگین موزون تصادفی کاربردهاي زیادي در 
هاي مختلف دارد. از جمله در نظریه رگرسیون  بخش

هاي عصبی، برآوردهاي هسته چگالی چند  و شبکه

                                                             
1. Johnson and Kotz 
2. Dempster and Kleyle 
3. Generalized Stieltjes Transform 
4. Soltani, A. R. & Roozegar, R. 
5. Roozegar, R. & Soltani, A.R. 

 6چند متغیره (نادارایا يها ونیرگرسته متغیره و هس
)). همچنین برآوردي که براي ضرایب 1964(

) 1994( 7متغیره توسط ژیرو و مینگژانگ pرگرسیون 
وب سمعرفی گردید یک میانگین موزون تصادفی مح

) بردار تصادفی ضرایب 1956( 8شود. واتسون می
همبستگی سریالی را در نظر گرفت که هر ضریب 

هاي متفاوت  موزون تصادفی از ریشه یک میانگین
شوند. کاربردهاي بیشتر را  یک ماتریس محسوب می

) و مراجع 2012توان در سلطانی و روزگار ( می
  موجود در آن ملاحظه کرد.

ضرورت بررسی رفتار حدي میانگین موزون 
) 2001( 9توان در کارهاي نیرهینن تصادفی را می

ان عوامل ها به عنو مشاهده کرد زمانی که وزن
هاي شبکه یک شرکت  اي از زیان تخفیف در دنباله

شوند. اگر بخواهیم مسئله  بیمه در نظر گرفته می
آزمون فرضیه در مورد پارامترهاي مدل مربوطه براي 

هاي بزرگ تشکیل دهیم به نتایج حدي مربوطه  نمونه
هاي غیرخطی سري  ) مدل2002( 10نیاز داریم. کول

ه قضایاي حدي فرآیندهاي زمانی را در نظر گرفت ک
تجربی موزون در برآورد آماري پارامترهاي این مدل 

  گیرد. بسیار مورد استفاده قرار می
در حالت کلی نویسندگان متعددي روي نتایج 

تصادفی یا  يها وزنحدي مجموع جزئی موزون با 
اند.  غیر تصادفی روابط و قضایاي کلی را اثبات کرده

ات روسالسکی و توان به مطالع ازجمله می
) اشاره کرد که رفتار حدي تقریبا 1998( 11اسریهاري

و همگرایی در احتمال مجموع جزئی وزنی  12مطمئن
∑به فرم  که  را مطالعه کردند بطوري ���������1

                                                             
6. Nadaraya 
7. Xiru and Mingzhong 
8. Watson 
9. Nyrhinen 
10. Koul 
11. Rosalsky and Sreehari 
12. Almost sure 
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}, � ≥ 1 ��� , 1 ≤ � ≤ �} ,} و � ≥ 1 ���  , 1 ≤ � ≤ هاي مثلثی از  } به ترتیب آرایه�
) میانگین 2001( 1اي تصادفی هستند. لیومتغیره

∑موزون تصادفی را به شکل  در نظر  �������1
,�گرفت که ( ��, ��, ) یک بردار تصادفی با …
,0,1,2}مقادیر  … } × [0, ∞) × [0, ∞) × … 
,Z1هستند و  Z2, متغیرهاي تصادفی نامنفی   …
انبی و هاي مج توزیع هستند. وي ویژگی هم مستقل و

این میانگین موزون تصادفی را بررسی  2داریپا شبه
) قانون ضعیف و قوي 2003( 3کرد. جاو و همکاران

اعداد بزرگ را براي نوعی از میانگین موزون تصادفی 
اي از برآورد وزنی تصادفی مورد  به نام میانگین نمونه

بررسی قرار دادند. قانون قوي اعداد بزرگ و قانون 
براي میانگین موزون تصادفی  (LIL) لگاریتم مکرر

از متغیرهاي تصادفی مستقل و هم توزیع تحت 
ها توسط پینگ یان و  شرایط کلی روي وزن

) بررسی گردید. اخیرا نیز یانگ و 2007( 4شیکسین
) رفتار مجانبی را براي احتمال 2012( 5همکاران

مجموع وزنی تصادفی از متغیرهاي تصادفی  دمی
ی ساختار وابستگی بررسی تحت یک  6زیرنمای

ها غیر تصادفی هستند  اند. در حالتی که وزن کرده
) روي رفتار حدي مجموع موزون 1971( 7روهاتگی

آورده است. در این  به دستتصادفی نتایج جالبی را 
مقاله برخی نتایج حدي در مورد میانگین موزون 

) از جمله قانون ضعیف و قوي 1تصادفی به فرم (

                                                             
1. Liu 
2. Stable Like 
3. Gao et al. 
4. Pingyan and Shixin 
5. Yang et al. 
6. Subexponential 
7. Rohatgi 

د بررسی قرار گرفته و قضیه حد اعداد بزرگ مور
 به دستمرکزي براي این آماره در قالب سه مثال 

  آمده است.
قانون ضعیف اعداد بزرگ براي میانگین موزون 

  تصادفی
در این بخش، به بررسی قانون ضعیف اعداد 

پردازیم. قبل  بزرگ براي میانگین موزون تصادفی می
لم  بخش به بررسی چنداز ارائه نتایج اصلی این 

  پردازیم. می
 

,�1فرض کنید  .1لم  ��, … , متغیرهاي تصادفی  ��
توزیع باشند که از توزیع نمایی با پارامتر  مستقل و هم

) کنند. آنگاه بردار تصادفی  تبعیت می 1 ��∑ ������ , (��/ ∑ ������ , … , ��/ ∑ ������ … , ��∑ ������ )      
,�1با بردار ( �2, … , توزیع و  وار هم ) مولفه��

,1,1) داراي توزیع دیریخله با پارامترهاي … ,1) 
  است.
قابل  یآسان به. با استفاده از روش تبدیلات اثبات

  اثبات است.
  

,�1فرض کنید  .2لم  �2, اي از متغیرهاي  دنباله  …
|��|�م توزیع با شرط تصادفی مستقل و ه < و  ∞ �(��) = �براي  � = 1,2, باشند. همچنین  …

اي باشد که در شرایط زیر  دنباله {���}فرض کنید 
  کند:  صدق می

i.  براي هرk، ����→∞ ��� = 0 .  
ii. ����→∞ ∑ ������1    = 1 
iii.  براي هر�، ∑ ��� ≤ �∞��1 . 

ر |���|���اگ → �که  زمانی 0 → آنگاه  ∞ ∑ ������1  �� �→ �.  
  ) مراجعه کنید. 1966( 8براي اثبات به پرویت اثبات.

                                                             
8. Pruitt 
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�براي   ��فرض کنید  .3لم  = 1,2, … , �  
باشند.  1متغیرهاي تصادفی تعریف شده در بخش 

�������1 ،1آنگاه با احتمال  �� → زمانی که  ،0 � → ∞ . 

) مراجعه کنید. 1981( 1براي اثبات به دیوروي اثبات.
براي  1شود که با احتمال  بنابراین به راحتی دیده می

�� ، �هر  → �زمانی که  0 → ∞ .  
توان نتیجه  می 2- 3و  2- 2هاي  لم ازبا استفاده 

اصلی این بخش که قانون ضعیف اعداد بزرگ براي 
زون تصادفی است را در قالب قضیه زیر میانگین مو

  بیان کرد.
   
میانگین موزون تصادفی   ��فرض کنید .1 قضیه

باشد. همچنین فرض کنید  1تعریف شده در بخش  �|��| < (��)�و  ∞ = �براي  � = 1,2, … 
��آنگاه  �→ �.  

قضیه زیر با توجه به تعریف میانگین موزون تصادفی 
  شود: دیده میبه راحتی 

  
,�1اگر متغیرهاي تصادفی  .2قضیه  ��, … , �� 

نیز حول  ��متقارن باشند  aحول عدد ثابتی مانند 
  متقارن است. aعدد 

  
قانون قوي اعداد بزرگ براي میانگین موزون 

  تصادفی 
در این بخش، به بررسی قانون قوي اعداد بزرگ 

پردازیم. مشابه  براي میانگین موزون تصادفی می
بخش قبل یک لم کارگشا که در اثبات قضیه اصلی 

گردد. مطالب این  شود بیان می این بخش استفاده می
) در 2003( 2بخش مشابه با نتایج جاو و همکاران

                                                             
1. Devroye 
2. Gao, S., Zhang, J. & Zhou, T. 

از برآورد وزنی تصادفی  يا نمونهبررسی میانگین 
  است.

 
میدان تولید شده توسط  –ℱ، σفرض کنید  .4لم 

,�1ی متغیرهاي تصادف ��, … , باشد.  ��
��� و   ��همچنین = 1/� ∑ �����1 را به ترتیب    

اي در نظر  میانگین موزون تصادفی و میانگین نمونه
�بگیرید. آنگاه براي هر ≥ pو  2 ≥ یک عدد  1

�  که  وجود دارد به طوري  Dمتناهی مثبت  �(�� − ���)2�|ℱ� ≤ � ����� ��, 
���که  ییجا = 1/� ∑ (� � − ���)2���1   .  

� �)  . به منظور اثبات این لم توجه کنید کهاثبات − ���)2� =(∑ ���� − �����=1 )2�= �−2�(∑ ����� − ������=1 )2�= �−2� ∑ …��1=1∑ ����1 ��1 − ����        ��2�=1× …  ×  (���2���2� − ���)= �−2� ∑ …��1=1∑ ∏ �������� − ����,    2��=1��2�=1

  

 
(��)� نکهیاز ا ،2- 1براساس لم  = براي  1 � = 1,2, … , بنابراین طبق قانون ضعیف اعداد  ، �

�بزرگ زمانی که  → عبارت  ∞
∑ �����1� �→ برقرار  1

است و بنابراین با استفاده از قضیه اسلاتسکی 
�) زمانی که 1996، 3(فرگوسن → آنگاه   ∞ ��� �→ ∑)برقرار است. بنابراین  �� ���� −���1 ∑)���2و  �2(��� ���� − ����)���1  طور به �2

∑)  مجانبی و یکنواخت هم توزیع هستند زیرا ���� − ���)��=1 2� =�−2�(∑ ����� − ����)��=1 2�=�  �−2�(∑ ���� − ����)��=1 2�  

 در نتیجه

                                                             
3. Ferguson 
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  �−2�(∑ ���� − ����)��=1 2� = �−2�  ∑ …��1=1∑ ∏ �������� − ����,    2��=1��2�=1 )2(  

) براي عباراتی که امید 2سمت راست تساوي (
��������) ر دارند (زیرا براي برخی مقادیرریاضی غیر صف − ���|ℱ�) = ��1��1) صورت به 0 −���)�1 × … × (������ − براي  ��(��� ∑ �����1 = علاوه نامساوي زیر نیز  است. به �2 

��1)  ��  برقرار است، ��1 − ���)�1 × … × (������ − ���)��  |ℱ�≤ ��  (��1 − ���)�1 × … × (��� − ���)��  |ℱ�   

�از طرفی دیگر براي هر  ≥  داریم: 1

 � ��1� �(�� − ���)���
��� �� ≤�

���� ��������|�� − ���|��(���)
× ����
≤ ��(�� − ���)��

��� ���� × ����
 

) براي هر 2با استفاده از نامساوي بالا و عبارت ( � ≥ �و هر  2 ≥ � �)�� گیریم که  نتیجه می 1 − ���)2�|ℱ� ≤�(�) × �−2� ∑ [(���2�]   ��=1≤ �(�). �−2�(∑ ��−���=1 × ��)= �(�) × �−2� × ��� × ��2�= �(�) × �−� × � × ��2�= ��−���2�
     

 شود. لم ثابت می نیبنابراو 

ی قانون قوي اکنون به بیان قضیه اصلی این بخش یعن
اعداد بزرگ براي میانگین موزون تصادفی 

  پردازیم. می
  

ي ��1|��|�فرض کنید  .3قضیه  � برا = 1,2, … , �و برخی مقادیر � ∈ متناهی   (1, 0)
  باشد.

�آنگاه براي هر  > ��|������}�  داریم   0 − ���| > �} → 0  
�که  زمانی → ∞ . 

را به صورت زیر تعریف   �,��فیمتغیر تصاد :اثبات
�,��  کنیم می = 1/� ∑ |�� − �|1��,���1    

� که يطوربه  ∈  ��2به تعریف با توجه. (1, 0)
�و اینکه  ��1� =  � < ��� ، داریم:∞ =��  ∑ (� � − ���)�����≤  ��  ∑ (� � − �)�����≤ ���������|�� − �|����× ��,�≤ {∑ |�� − ���|������� }������× ��,�= [���,�]������ ×  ���,��=  ������� × [���,�] ����

   

  . داریم3- 1و لم  ین به وسیله عبارات بالابنابرا

�[(� � − ���)2�] ≤��−� �[���,�]1−�1+� × ��,���
= � × �−2��1+� × ��,� 2�1+�   

را به ترتیب به صورت  �و  �حال پیشامدهاي 
�  کنیم تعریف می = {������|�� − ���| > �}, 

� و = ���������,� ≤ ℎ�,  
�ℎیک مقدار ثابت متناهی و به صورت  hبه طوري که  > � ��1 − شود. توسط  تعریف می �����1
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)، زمانی 2008( 1نامساوي بیشینه کولموگروف، فلر
�که  → (��)� داریم: ∞ =� ���������,� − � ��� − ����� > ℎ − � ��� − ������

≤ �ℎ − � ��� − ��������
� ���,� − � ��� − ������ → 0,

  

�طوري که  به ���,� − � ��� − ������ → 0  

شود. به علاوه  نتیجه می �,�� ،�1از همگرایی در 
شود  ی) نتیجه م2نامساوي مارکوف و رابطه ( بوسیله

�) �  که ∩ �) =∑ �{������|�� − ���| > ����, ��,� ≤ ℎ}≤ ∑ �[�(��,� ≤ ℎ) × ������������× ��,�� �����] /���≤ ��(ℎ, �, �) ∑ �����������≤ ��(ℎ, �, �)��������,
  

�) ،�مقادیر ثابت متناهی هستند.  �1و �0به طوري که  > شود که براي برخی  نیز طوري انتخاب می ،(1
ℎمقادیر > 2��/1 داشته باشیم 0 + � = 1 + ℎ .  

(�)� )،2008در نهایت با توجه به رابطه زیر، فلر( ≤ �(� ∩ �) + �(��), 
�)� و (��)�همچنین عبارت بالا براي  ∩ و (�

  شود. قضیه ثابت می  �انتخاب مناسب
  

  قضیه حد مرکزي در برخی حالات خاص
مثال بیان  3در این بخش قضیه حد مرکزي در قالب 

شود. در حالت کلی هنوز قضیه حد مرکزي براي  می
میانگین موزون تصادفی اثبات نشده است. تنها 

) این قضیه را به صورت 2012سلطانی و روزگار (
بررسی  ها عیتوزبراي چندین خانواده از  يزسا هیشب

                                                             
1. Feller 

) 2- 6زیر با استفاده از قضیه ( يها مثال. اند کرده
  شود. ) تبیین و اثبات می2010( 2آریزمندي و پرز

,��فرض کنید . 1مثال  ��, … , متغیرهاي  ��
تصادفی مستقل و هم توزیع باشند که از توزیع آرك 

(�)� چگالی تابع با سینوس = 1/ ����� − ���، |�| < و کنند. طبق نتایج سلطانی  تبعیت می �
) میانگین موزون تصادفی از توزیع 2012( روزگار

�با پارامترهاي  3شبه حلقوي توانی = �� − 3�/2 
) 2- 6برخوردار است. بنابراین طبق قضیه ( �و 

��) عبارت 1968آریزمندي و پرز ( + در  �/�� 1
  کند. توزیع نرمال استاندارد میل میتوزیع به 

  

,��فرض کنید  .4مثال  ��, … , متغیرهاي  ��
تصادفی مستقل و هم توزیع باشند که از توزیع ویگنر 

کنند. طبق نتایج سلطانی و  ) تبعیت می- 2,2روي (
) میانگین موزون تصادفی از توزیع 2012روزگار (

�شبه حلقوي توانی با پارامترهاي  = � − و  1 σ = ) 2- 6برخوردار است. لذا طبق قضیه ( 2

�)�) عبارت 1968آریزمندي و پرز ( + در  ��(1
  کند. توزیع به توزیع نرمال استاندارد میل می

  
,��فرض کنید  .3مثال  ��, … , متغیرهاي  ��

توزیع باشند که از توزیع شبه  تصادفی مستقل و هم
کنند. طبق نتایج  میتبعیت   (1,1−)روي حلقوي

) میانگین موزون تصادفی از 2012سلطانی و روزگار(
�توزیع شبه حلقوي توانی با پارامترهاي  = � − 1 

�و  = ) 2- 6طبق قضیه ( نیبنابرابرخوردار است.  1

                                                             
2. Arizmendi and Perez 
3. Power Semicircle 
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�)�2) عبارت 1968آریزمندي و پرز ( + به  ��(1
 کند. توزیع نرمال استاندارد میل می

  
  گیري نتیجه

مقاله، براي میانگین موزون تصادفی برخی این  در
ویژه قانون ضعیف و قوي اعداد بزرگ  نتایج حدي به

و همچنین قضیه حد مرکزي در برخی حالات خاص 
آمده است. میانگین موزون تصادفی یک  به دست

در برآورد  يا نمونهجایگزین مناسب براي میانگین 
میانگین مجهول جامعه است، بنابراین در تشکیل 

اصله اطمینان و آزمون فرضیه یا کاربردهاي دیگر ف
به نتایج حدي مناسب براي این متغیر تصادفی نیاز 
است. از طرفی دیگر پیدا کردن توزیع حدي و 

موضوع مورد علاقه برخی آماردانان نیز  ها ییهمگرا
  باشد. می
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