
  

  
  
  
  

  آزمون فرضیه مرکب با محدودیت فضاي پارامتري در توزیع چندمتغیره پیوسته ةتوزیع آمار
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 چکیده

بعدي در ارتباط با یک ماتریس معلوم  �−در این مقاله، آزمون فرضیه صفر بودن ترکیب خطی بردار پارامتر  � × ترکیب خطی بردار پارامتر براي یک توزیع چندمتغیره  طرفه کیبعدي و داراي رتبه کامل در مقابل فرضیه  �
آزمون محاسبه و با توجه به  ةپیوسته در نظر گرفته شده است. با استفاده از روش نسبت درستنمایی، فرم کلی آمار

دست آمده و مقادیر بحرانی  دو به زیع کیتو برحسبقضایاي حدي، توزیع مجانبی آماره آزمون تحت فرضیه صفر 
سازي مونت کارلو برآورد شده است.  داري محاسبه و توان آزمون با استفاده از شبیه آزمون براي سطوح معنی ةآمار
آزمون ارایه شده است. تمام نتایج حاصل از این مقاله براي وقتی است که  مسئلههاي عددي در ارتباط با  مثال

دست آمده براي توزیع یک متغیره پیوسته نیز  توزیع باشند. همچنین نتایج به از هم مستقل و هم متغیرهاي تصادفی
  برقرار هستند.

  
  .آزمون نسبت درستنمایی، توزیع چندمتغیره پیوسته، توزیع مجانبی، مخروط محدب بسته کلیدي: واژگان

  
  
  
  
  
  o.comab_bazyari@yahoدانشگاه خلیج فارس  ، گروه آمار. استادیار1

 16/02/1393 دریافت:
 29/02/1394 پذیرش:



 94 پاییز ،اول، شماره اول، سال گسترة علوم آماريفصلنامه  16

  

  مقدمه
,��فرض کنید  ��, … , هاي تصادفی و  نمونه ��

;�)� متغیره مشترك  �−مستقل داراي تابع چگالی  �، که در آن (� ∈ Θ ⊂ ℜ�  بردار پارامتر � × 1 ،Θ دهنده فضاي پارامتر و  نشانℜ�  فضاي
یک ماتریس معلوم  �بعدي و نیز  �− 1اقلیدسی � × امل باشد. در این مقاله آزمون فرضیه با رتبه ک � صورت زیر در نظر گرفته شده  به ��در مقابل  ��

  است:
)1    (��:�� = 0��:�� ≥ 0                                    

). ��(با حداقل یک نامساوي اکید در فرضیه 
�یک بردار  ��لازم به ذکر است که  × و فرضیه  1 همگی  ��تا عنصر بردار  �بیانگر این است که  ��

   اند. غیرمنفی
برآورد پارامتر جامعه تحت یک محدودیت در 
استنباط آماري از اهمیت بسزایی برخوردار است. 

متغیره با  �−هرگاه توزیع آماري مورد نظر توزیعی 
�بردار میانگین  = (��, ��, … , باشد، امکان  ′(��

�� صورت بهمثال محدودیت مرتب شده  عنوان به دارد ≤ �� ≤ ⋯ ≤ (با حداقل یک نامساوي اکید)  ��
هاي بردار میانگین جامعه برقرار باشد. در  بین مولفه

هاي بردار میانگین  تعیین برآورد مولفه صورت نیا
تحت قیدهاي معین شده و در نتیجه یافتن توزیع 

خواهد بود. چنین آماري آن برآورد بسیار مهم 
هایی امکان دارد در یک آزمون فرضیه  محدودیت

 2آماري مورد بررسی قرار بگیرد. اولین بار بارتولومو
)a1959 میانگین جامعه نرمال یک  �)، آزمون تساوي

هاي مرتب شده انجام داد.  متغیره را در مقابل میانگین
ها آماره آزمون  )، براي این فرضیهa1959بارتولومو (

، را با فرض معلوم بودن ���2سبت درستنمایی، ن
)، آماره a1959دست آورد. بارتولومو ( ها به واریانس

                                                             
1. Euclidean Space 
2. Bartholomew, D.J. 

، را با فرض مجهول ��آزمون نسبت درستنمایی، 
ها محاسبه کرد. در حقیقت روش مورد  بودن واریانس

استفاده براي برآورد پارامترهاي مرتب شده، الگوریتم 
)، b1959( 4بود. بارتولومو 3انسادغام مجاورهاي متج

مورد بررسی  دوطرفهآزمون را براي حالت  مسئلهاین 
قرار داد، آماره آزمونی را پیشنهاد و تقریبی براي 

�توزیع آماره در حالت  = دست آورد. در  به 5
)، یک 1963( 5گسترش این کار در چندمتغیره، کودو

و  �متغیره را با میانگین مجهول  �جامعه نرمال 
در نظر گرفت و  Σماتریس واریانس کواریانس معلوم 

آماره آزمون بر اساس روش نسبت درستنمایی براي 
��� آزمون فرضیه : � = 0  (� = 1, … , �) 

��� در مقابل فرضیه : �� ≥ 0    (� = 1, … , �), max����� �� > 0, 
  
)، این آزمون را با 1969( 6دست آورد. پرلمن به
تریس واریانس کواریانس کاملاً مجهول بر اساس ما

روش نسبت درستنمایی مورد بررسی قرار داد و 
توزیع دقیق آماره را تحت فرضیه اولیه محاسبه کرد. 

آزمون را با فرض  مسئله)، این 1975( 7کودو و چوي
ویژه بودن ماتریس واریانس کواریانس در نظر گرفته 

ستنمایی محاسبه و آماره آزمون را با روش نسبت در
)، این نوع 1982( 8کردند. گوریروکس و همکاران

�ها را در مدل رگرسیون خطی  آزمون = �� + با  �
��محدودیت روي ضرایب براي آزمون فرضیه  = � 

�� دوطرفهدر مقابل فرضیه  ≠ با حداقل یک  �
یک ماتریس معلوم و با رتبه  �نامساوي اکید، که 

آزمون  ة. با محاسبه آمارکامل است در نظر گرفتند

                                                             
3. Pool Adjacent Violators Algorithm 
4. Bartholomew, D.J 
5. Kudo, A. 
6. Perlman, M.D. 
7. Kudo, A. and Choi, J.R. 
8. Gourieroux, C., Holly, A. and Monfort, A. 
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نشان دادند که توزیع تحت فرضیه صفر این آماره 
دو است. گوریروکس و  هاي کی ترکیبی از توزیع

ها را در مدل  )، این نوع آزمون1982همکاران (
�رگرسیون خطی  = �� + با محدودیت روي  �

��ضرایب براي آزمون فرضیه  = در مقابل فرضیه  �
�� دوطرفه ≠  �داقل یک نامساوي اکید، که با ح �

یک ماتریس معلوم و با رتبه کامل است در نظر 
گرفتند. با محاسبه آماره آزمون نشان دادند که توزیع 

هاي  تحت فرضیه صفر این آماره ترکیبی از توزیع
)، 1985( 1دو است. ساسابوچی و کولاتونگا کی

تحت فرضیه  ��هایی را براي توزیع آماره  تقریب
هاي عددي نشان دادند که  یشنهاد و با مقایسهصفر پ

 2دهند. شاپیرو ها نتایج بهتري را ارائه می این تقریب
)، آماره آزمون را براي چند حالت مختلف 1985(

وي بردار پارامتر میانگین در توزیع رمحدودیت 
هاي محدب بسته  نرمال چند متغیره بر اساس مخروط

ه آزمون را براي )، آمار1988آورد. شاپیرو ( دست به
چند حالت مختلف محدودیت روي بردار پارامتر 
میانگین در توزیع نرمال چند متغیره بر اساس 

آورد. رابرتسون و  دست بههاي محدب بسته  مخروط
هاي با  )، به بحث و بررسی آزمون1988( 3همکارن

ها براي  هاي مرتب شده روي میانگین محدودیت
چند متغیره براي هاي نرمال یک متغیره و  توزیع

ها و نیز  حالات معلوم و مجهول بودن واریانس
هاي واریانس کواریانس پرداختند. تانگ و  ماتریس
)، آماره آزمون جدیدي را براي 1989( 4همکاران

) با ماتریس واریانس کواریانس 1963کودو ( مسئله
معلوم پیشنهاد و توزیع آن را تحت فرضیه اولیه 

هایی  یشتر روي چنین آزمونمحاسبه کردند. نتایج ب

                                                             
1. Sasabuchi, S. and Kulatunga, D. D. 
2. Shapiro, A. 
3. Robertson, T., Wright, F.T. & Dykstra, R.L. 
4. Tang, D.I., Gnecco, C. & Geller, N. 

) 1996واپول ( )، سیل1993( 5توسط بازارا و همکاران
) صورت گرفته است. 2005( 6واپول و سن و سیل

��:�� )، آزمون فرضیه2005واپول و سن ( سیل = 0��:�� ≥ 0 
 �، که ��با حداقل یک نامساوي اکید در فرضیه 

�یک ماتریس معلوم  × اي رتبه کامل است، و دار �
در توزیع نرمال چند متغیره مورد بررسی قرار دادند. 
آماره آزمون با روش نسبت درستنمایی محاسبه و 

دست  تحت فرضیه صفر این آماره را به عیتوز
واپول  ) و سیل1993( 7آوردند. همچنین سن و سینجر

:�� )، آزمون فرضیه2005و سن ( �� = 0��′′:�� ≠ 0, 
، را براي توزیع نرمال چند متغیره مورد بررسی ′′�� دوطرفهبا حداقل یک نامساوي اکید در فرضیه 

)، آزمون 1390( 8قرار دادند. بازیاري و همکاران
جامعه نرمال چند  �هاي  فرضیه تساوي میانگین
هاي مرتب  میانگین طرفه کیمتغیره در مقابل فرضیه 

ي واریانس کواریانس ها شده براي حالاتی که ماتریس
معلوم و مجهول باشند را در نظر گرفتند. براي حالت 

هاي واریانس کواریانس  معلوم و قطري بودن ماتریس
آماره آزمون را محاسبه و توزیع تحت فرضیه صفر 

هاي  آوردند. براي حالتی که ماتریس دست بهآن را 
واریانس کواریانس مجهول و برابر باشند، با استفاده 

هاي محدب  صاویر متعامد بردارها روي مخروطاز ت
ها را جهت یافتن مقادیر احتمال  اي از آزمون دنباله
  دادند. ارائه

)، آزمون فرضیه 2012( 9پرداز بازیاري و چینی
هاي نرمال چند  مرتب شده بردارهاي میانگین جامعه

متغیره در مقابل این فرضیه که هیچ محدودیتی روي 

                                                             
5. Bazaraa, M.S., Sherali, H.D. & Shetty. C.M. 
6. Silvapulle, M.J. & Sen, P.K. 
7. Sen, P.K. & Singer, J.M. 
8. Bazyari, A. & Pesarin, F. 
9. Bazyari, A. & Chinipardaz, R. 
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هاي  شد، براي حالتی که ماتریسبردارهاي میانگین نبا
واریانس کواریانس کاملاً مجهول اما برابر باشند را 
مورد مطالعه قرار دادند. با روش نسبت درستنمایی 
آماره آزمون را بر اساس تصاویر متعامد روي 

هاي محدب محاسبه، توزیع تحت فرضیه  مخروط
صفر آماره را تعیین و مقادیر بحرانی آن را با روش 

سازي مونت کارلو برآورد کردند. بازیاري و  شبیه
)، ضمن در نظر گرفتن این آزمون 2013پرداز ( چینی

فرضیه با توجه به مشکل بودن محاسبه دقیق مقادیر 
احتمال براي آماره آزمون، توانستند کران بالا براي 

آورند. بازیاري و پسرین  دست بهمقادیر احتمال 
 �  رهاي میانگین)، آزمون فرضیه تساوي بردا2013(

 دوطرفهجامعه نرمال چندمتغیره در مقابل فرضیه 
هاي  هاي مرتب شده براي حالاتی که ماتریس میانگین

واریانس کواریانس معلوم و مجهول باشند را در نظر 
گرفتند. آماره آزمون را محاسبه و توزیع تحت فرضیه 
صفر آن را همراه با مقادیر بحرانی براي حالت قطري 

 دست بههاي واریانس کواریانس  ماتریسبودن 
)، آزمون فرضیه تساوي 1394آوردند. بازیاري (

جامعه نرمال یک متغیره در مقابل  �هاي  میانگین
هاي مرتب شده با  میانگین طرفه کیفرضیه 
هاي مجهول و برابر را مورد بررسی قرار داد.  واریانس
 و ارائه �داري  ترین آزمون در سطح معنی پرتوان

مقادیر بحرانی آزمون و توان آن محاسبه شد. 
در   همچنین آزمون فرضیه تساوي بردارهاي میانگین

هاي مرتب شده براي  میانگین دوطرفهمقابل فرضیه 
دو توزیع نرمال چند متغیره در نظر گرفته و با روش 

سازي مونت کارلو توان آزمون بازیاري و پسرین  شبیه
  سه شده است.) با آزمون کلاسیک مقای3013(

) براي یک 1آزمون فرضیه ( مسئلهدر این مقاله، 
متغیره پیوسته در حالت کلی مورد بررسی  �−توزیع 

قرار گرفته است. فرم کلی آماره آزمون با روش 
نسبت درستنمایی محاسبه و با استفاده از قضایاي 

حدي، توزیع مجانبی آماره آزمون محاسبه شده است. 
 ارائهه، به معرفی تعاریف و در بخش دوم این مقال

اي از استنباط آماري پرداخته شده است. در  قضیه
بخش سوم مقاله، ضمن محاسبه فرم کلی آماره 
آزمون نسبت درستنمایی، توزیع مجانبی این آماره 

دست آمده و مقادیر بحرانی  تحت فرضیه صفر به
داري محاسبه  آماره آزمون براي سطوح مختلف معنی

سازي مونت کارلو  با استفاده از شبیه و توان آزمون
هاي  برآورد شده است. در بخش چهارم مقاله، مثال

شده  ارائه) 1آزمون ( مسئلهعددي در ارتباط براي 
داده شده  5گیري در بخش  است. بحث و نتیجه

  انجام گرفته است. ����� افزار  است. تمام محاسبات عددي با استفاده از نرم
 

  تنباط آمارينتایجی از اس
,��فرض کنید  :1تعریف  ��, … , متغیرهاي  ��

 �−توزیع داراي تابع چگالی  تصادفی مستقل و هم
;�)�متغیره مشترك  (�)�  باشند. در این صورت توابع  (� = ∑ ����(��; �)���� ،�(�) = ���   و (�)�

 �(�) = �����/�� ����(�; �)���/(���)����(�; �)��  
  

به ترتیب تابع درستنمایی، تابع علامت و ماتریس 
  است. � اطلاع فیشر براي پارامتر

� فرض کنید :2تعریف  = (��, ��, … , و  (�� � = (��, ��, … , بعدي در فضاي - �بردارهاي  �(��
�اتریس باشند. براي هر م �ℜاقلیدسی  × معین  �

 ��ℜ، ضرب داخلی در فضاي اقلیدسی Λمثبت 
,�〉  شود: صورت زیر تعریف می به �〉�= ∑ �����Λ��������= (��� , ��� , … , ��� )

���Λ�� 0⋱0 ��Λ��� �����⋮���  



 19... توزیع آمارة آزمون فرضیه مرکب با محدودیت فضاي پارامتري در ابوذر بازیاري:  

.‖همچنین نرم   ��ℜدر فضاي اقلیدسی  �‖
�‖�‖عبارت است از  = 〈�, �〉��� 

مجموعه غیر یک زیر �فرض کنید  :3تعریف 
را یک مخروط  �تهی در فضاي اقلیدسی باشد. 

,�محدب گویند اگر براي  � ∈ �و  � ≥ 0 , � ≥ 0 ،
��آنگاه  + �� ∈ را یک مخروط  �. همچنین �

اولاَ مخروطی محدب بوده و  محدب بسته گویند اگر
  باشد. 1ثانیاَ یک مجموعه بسته

 
فرض کنید شرایط گفته شده در تعریف  :1قضیه 

 �مقدار واقعی بردار پارامتر  �) برقرار بوده و 1(
 �−نمادي براي نشان دادن تابعی  (ℎ)��باشد و 
�→�lim کند یعنی  به صفر میل  ℎتر از که سریع ℎمتغیره از �(ℎ)/ℎ = ، آنگاه روابط زیر برقرار 0

  هستند:
(��)��/���الف)  �→ �{0, �(��)}  

(��)���(��)��/���  ب) = ��/���� − ��� + ��(1)  

��)�√ج)  − �0) �→ �{0, �(�0)−1} 

و  1974، 2(براي اثبات این قضیه به کاکس و هینکلی
  رجوع شود.) 1993سینجر،  سن و

 
آزمون فرضیه آماري مرکب با محدودیت روي 

  فضاي بردار پارامتر
در این بخش، ضمن محاسبه فرم کلی آماره 

)، 1آزمون ( مسئلهآزمون نسبت درستنمایی براي 
توزیع مجانبی این آماره تحت فرضیه صفر محاسبه 

 مسئلهتابع درستنمایی  (�)�شده است. فرض کنید 
� با توجه به رابطه  صورت نیا) باشد. در 1ن (آزمو = sup�� �(�) / sup�� راحتی دیده  ، به (�)�

                                                             
1. Close Set 
2. Cox, D.R. & Hinkley, D.V. 

شود که آماره آزمون نسبت درستنمایی عبارت  می
�2 است از: = −2��� = 2 [sup{�(�); �� ≥ 0} − sup{�(�); �� = 0}] )2(  

در تعریف فرض کنید شرایط گفته شده  :2قضیه 
�) برقرار بوده و 1( = ��/�(� − و  (�� �� = �باشد. آنگاه براي هر  (��)�����/�� > 0، 

توان  ) را می2دست آمده در رابطه ( آماره آزمون به
(�0)�=(�)� صورت زیر نوشت: به + �12� �−1�(�0)′��0−1�(�0)−�12� (�� − �)′��0(�� − �) + ��(�)  

 
(�)��که در آن  = و  (1)���‖�‖�/��� sup‖�‖��|��(�)| = �� 

(براي دیدن اثبات این قضیه به سلف و لیانگ، 
  رجوع شود.) 1987

داراي  �فرض کنید بردار تصادفی  :3قضیه 
,�)��متغیره  �−نرمال  توزیع Σ) با ماتریس معین ،
�یک ماتریس  �باشد. اگر  Σمثبت  × با رتبه  �

�یک زیر ماتریس  ��کامل و  × باشد. آنگاه  �
  هاي براي آزمون فرضیه ���توزیع آماره آزمون 

 ��:�� = 0��:��� ≥ 0 
تحت  ،�1با حداقل یک نامساوي اکید در 

�فرضیه صفر براي هر مقدار  > ���)���  عبارت است از: ،0 ≤ �)= ���(�, ��Σ��� )��������� ≤ ��.�
���  

و  1988(براي دیدن اثبات به شاپیرو، 
  رجوع شود.) 1996، 3واپول سیل

حال با توجه به قضایاي گفته شده، قضیه اصلی 
دست  ا توزیع مجانبی آماره آزمون بهمقاله در ارتباط ب
  شود. صورت زیر بیان می ) به2آمده در رابطه (

                                                             
3. Silvapulle, M.J. 
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,��فرض کنید  :4قضیه  … , ��, متغیرهاي  ��
 �−توزیع داراي تابع چگالی  تصادفی مستقل و هم

;x)�متغیره مشترك  θ)  و نیز شرایط گفته شده در
واقعی بردار مقدار  �θ) برقرار باشد. اگر 1تعریف (

 باشد. آنگاه �0در فرضیه  θپارامتر 

(θ)�الف)  =min��(�� − θ)����(�� − θ)− min����(�� − θ)����(�� − θ)+��(1)  

  

�ب) براي هر مقدار  > � و  0 ≥ توزیع  ،0
است مجانبی آماره آزمون تحت فرضیه صفر عبارت 

�→�lim از: ��(�� ≥ �) =∑ ����, �I����������� ≥ ��.����      )3(  
��که در آن  ��, �Iθ−1�′� ،� = 0,1, … , �، 

ضرایب غیر منفی در ارتباط با احتمالات توزیع 
هاي احتمال   دو بوده و آنها را در اصطلاح وزن کی
∑و گوییم  می ����, �I������ =   باشد. می ����1

  
�با توجه به اینکه  اثبات: = ��/�(� − و  (��

���، همواره ��نیز تحت  = است، بنابراین  0 �� = ��است اگر و فقط اگر  0 = و نیز  0 �� ≥ ��است اگر و فقط اگر  0 ≥ باشد. پس  0
صورت زیر  توان به ) را می2آماره آزمون رابطه (

 نوشت:

 �� =2[sup{�(�); �� ≥ 0} − sup{�(�); �� = 0} ]= inf�(�� − �)����(�� − �): �� = 0�− inf�(�� − �)����(�� − �): �� ≥ 0�+��(1)  

  
�� ازآنجاکهاما  = در توزیع  (��)�����/���

متغیره  �−داراي توزیع نرمال  �به متغیر تصادفی  ���0,    کند و تابع میل می ������

min�� (�� − θ)����(�� − θ)− min����(�� − θ)����(�� − θ) 

  
��min  است، پس تابع �یک تابع پیوسته در  (�� − θ)����(�� − θ)− min����(�� − θ)����(�� − θ) 

  
��)��min  به توزیع تابع − θ)����(�� − θ)− min����(�� − θ)����(�� − θ)  میل

داراي توزیع  2cخواهد کرد. بنابراین آماره آزمون 

��)��minمجانبی  − θ)����(�� − θ)− min����(�� − θ)����(�� − θ) 
باشد. براي یافتن توزیع این آماره، با توجه به  می

��، چون متغیر تصادفی 3قضیه  − θ  داراي توزیع
,���0متغیره  �−نرمال  است، بنابراین  ������

  باشد. ) برقرار می3شود که تساوي ( براحتی دیده می
) مقادیر احتمالات 3توجه شود که طبق رابطه ( �� ��, �Iθ−1�′� ،� = 0,1, … , با توجه به  ،�

متفاوت خواهد بود. براي  �و ماتریس  �مقدار 
0050010025005010داري  سطوح معنی /,/,/,/,/=a  و

��با توجه به مقادیر احتمالات  ��, �Iθ−1�′� ،
آورده  1  مقادیر بحرانی آزمون محاسبه و در جدول

سازي مونت کارلو  اند. همچنین با استفاده از شبیه شده
داري بر  توان آماره آزمون براي سطوح مختلف معنی

آورده  2  بار تکرار برآورد و در جدول 20000اساس 
  اند. شده



 21... توزیع آمارة آزمون فرضیه مرکب با محدودیت فضاي پارامتري در ابوذر بازیاري:  

 داري مقادیر بحرانی آماره آزمون در سطوح مختلف معنی .1جدول 

0050/=a  010/=a  0250/=a  050/=a  10/=a  ),( 10 ww  s  
2457 /  4086 /  5335 /  9804 /  5724 /  ),( 2

1
2
1

  
1  

4816 /  7725 /  4605 /  7634 /  1064 /  ),( 01    
5036 /  8245 /  2115 /  8014 /  7953 /  ),( 10    

          ),,( 210 www  2  
89211/  50310/  7548 /  1467 /  7665 /  ),,( 02

1
2
1

  

  

32010/  1259 /  7547 /  9056 /  2205 /  ),,( 2
102

1
  

  

61211/  90510/  4418 /  4436 /  8454 /  ),,( 2
1

2
10

  

  

05413 /  77211/  21610/  0408 /  2206 /  ),,( 4
1

4
1

2
1

  

  

32214 /  70113 /  49110/  5588 /  6037 /  ),,( 2
1

4
1

4
1

  

  

51014 /  72313 /  06812/  2339 /  5707 /  ),,( 4
1

2
1

4
1

  

  

          ),,,( 3210 wwww  s  
62316 /  80114 /  56612/  7119 /  4058 /  ),,,( 02

1
4
1

4
1

  

3  

76013 /  92711/  52610/  8048 /  1127 /  ),,,( 04
1

4
1

2
1

  

  

20615 /  76213 /  33012/  24110/  0858 /  ),,,( 04
1

2
1

4
1

  

  

59015 /  04113 /  39211/  8809 /  2038 /  ),,,( 2
1

4
1

4
10

  

  

70515 /  84414 /  61113 /  20311/  1009 /  ),,,( 4
1

2
1

4
10

  

  

33414 /  85012/  44611/  9229 /  5628 /  ),,,( 4
1

4
1

2
10

  

  

          ),,,,( 43210 wwwww  s  
90217 /  12016 /  20714 /  55811/  6419 /  ),,,,( 08

1
8
1

4
1

2
1

  

4  

33716 /  41015 /  10414 /  21912/  8039 /  ),,,,( 08
1

4
1

8
1

2
1

  

  

01517 /  40315 /  39713 /  52511/  54410/  ),,,,( 8
1

8
104

1
2
1

  

  

76118 /  21816 /  05514 /  74012/  33710/  ),,,,( 8
108

1
2
1

4
1

  

  

85215 /  90114/  83612/  02411/  5779 /  ),,,,( 8
1

8
102

1
4
1

  

  

73314 /  65113 /  87011/  40610/  2598 /  ),,,,( 08
1

8
1

2
1

4
1
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 داري توان آماره آزمون در سطوح مختلف معنی .2جدول 

0050/=a  010/=a  0250/=a  050/=a  10/=a  ),( 10 ww  s  
5490/  6130/  6500/  7260/  7810/  ),( 2

1
2
1

  
1  

4700/  5110/  5920/  6430/  6850/  ),( 01    
4880/  5220/  5950/  6620/  7040/  ),( 10    

          ),,( 210 www  2  
6120/  6820/  7100/  7640/  8370/  ),,( 02

1
2
1

  

  

5830/  5860/  6600/  6930/  7540/  ),,( 2
102

1
  

  

4810/  5250/  5770/  6040/  6700/  ),,( 2
1

2
10

  

  

5270/  5730/  6100/  6640/  7190/  ),,( 4
1

4
1

2
1

  

  

5260/  5840/  6130/  6510/  6810/  ),,( 2
1

4
1

4
1

  

  

5940/  6550/  7210/  7750/  8140/  ),,( 4
1

2
1

4
1

  

  

          ),,,( 3210 wwww  s  
6210/  6350/  6430/  7220/  7380/  ),,,( 02

1
4
1

4
1

  

3  

5880/  6150/  6540/  7060/  7430/  ),,,( 04
1

4
1

2
1

  

  

6500/  6830/  6900/  7240/  7530/  ),,,( 04
1

2
1

4
1

  

  

5760/  6330/  6810/  7250/  7400/  ),,,( 2
1

4
1

4
10

  

  

6420/  6690/  7110/  7510/  7720/  ),,,( 4
1

2
1

4
10

  

  

5330/  5700/  5850/  6310/  6460/  ),,,( 4
1

4
1

2
10

  

  

          ),,,,( 43210 wwwww  s  
5860/  5490/  6850/  7250/  7720/  ),,,,( 08

1
8
1

4
1

2
1

  

4  

5820/  6040/  6550/  7270/  7950/  ),,,,( 08
1

4
1

8
1

2
1

  

  

5540/  5760/  6110/  6500/  6940/  ),,,,( 8
1

8
104

1
2
1

  

  

6250/  6840/  7290/  7770/  8200/  ),,,,( 8
108

1
2
1

4
1

  

  

6100/  6410/  6880/  7050/  7390/  ),,,,( 8
1

8
102

1
4
1

  

  

5720/  5940/  6330/  6510/  6730/  ),,,,( 08
1

8
1

2
1

4
1

  

  



 23... توزیع آمارة آزمون فرضیه مرکب با محدودیت فضاي پارامتري در ابوذر بازیاري:  

  
شود براي  ملاحظه می 1  که از جدول طور همان

� ،�هر مقدار  = ,��,��)و  1,2,3,4 … ، با (��,
داري، مقدار بحرانی آماره آزمون  کاهش سطح معنی

استنباط  2در حال افزایش است. همچنین از جدول 
� ،�شود که براي هر مقدار  می = و  1,2,3,4 (��,��, … داري، توان  ، با افزایش سطح معنی(��,

  آزمون نیز در حال افزایش است.
  
  هاي عددي مثال

یک بردار تصادفی داراي  �: فرض کنید 1مثال 
,�)�� رهیدومتغتوزیع نرمال  ، که در آن ماتریس (�

2ماتریسی همانی  �واریانس کواریانس  × و  2 � = (��, هاي  میانگین توزیع باشد. براي متغیر �(��
,��تصادفی و مستقل  … , ��, هدف آزمون کردن  ��

:��  فرضیه �� = �� = ، که در ��در مقابل  0
قرار دارند که  ��و  ��تمام مقادیري از  ��فرضیه 

�براي آنها با توجه به ماتریس  = �1 00 ، حداقل �1
از صفر باشد.  تر بزرگ ��هاي بردار  کی از مولفهی

:��براي مثال فرضیه  �� ≥ 0 , �� ≥ را در نظر  0
داراي  �شود که ماتریس  دیده می یراحت بهبگیرید. 

در  ��و  ��رتبه کامل بوده و با توجه به مقادیر 
:��  هاي ، آزمون فرضیه��و  ��هاي  فرضیه �� = 0��: �� ≥ 0 

را خواهیم داشت. بنابراین با توجه به تابع چگالی 
(x;θ)�   يدوبعدنرمال  = 1(2�) exp �− 12 (� − �)��(� − �)�−∞ < � < ∞  

  
تایی تصادفی nتابع درستنمایی براي یک نمونه 

 و مستقل عبارت است از:

�(�) 1(2�)� exp{− 12 ��
�� �(�� − �̅)(�� − �̅)� + �(�̅ − �)�

��� (�̅ − �)��} 

  زیر است: فرم بهپس آماره آزمون کی دو 
 �2 =−2���2[sup{�(�); �� ≥ 0}− sup{�(�); �� = 0}]  = �{‖�� ‖2 − ‖�� − ��‖2} = �‖��‖2 

   )4(  
��در آن  که = ����, برآورد پارامتر تحت  ����

 ��و  ��براي تمام مقادیري از �� طرفه کیفرضیه 
��است که براي آنها  ≥ با حداقل یک نامساوي  ،0

:��اکید، برقرار باشد. حال با توجه به اینکه  �� ≥ 0 , �� ≥  ��,��,��,��، چهار ناحیه 0
ترتیب ناحیه ربع اول، ناحیه ربع دوم، ناحیه ربع  که به

سوم و ناحیه ربع چهارم درون صفحه مختصات 
صورت کاملاٌ بدیهی  هستند را در نظر بگیرید. در این

��است که مقدار  = ����, تحت این چهار ناحیه  ����
  عبارتند از:

�� = ����, ���� = ⎩⎪⎨
⎪⎧(���, ���) �� ∈ ��(0, ���) �� ∈ ��(0,0) �� ∈ ��(���, 0) �� ∈ ��.  

نمایی بردار پارامتر  برآورد ماکسیمم درست � = (��, ��تحت محدودیت  (�� ≥ براي هر  0
  نشان داده شده است. 1چهار ناحیه در شکل 

 �ر پارامتر برآورد ماکسیمم درستنمایی بردا .1شکل 
��تحت محدودیت  ≥ 0  
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 )4با توجه به آماره آزمون داده شده در رابطه (

 ���(��� ≥ �|�� ∈ ��) =��� ������� ≥ ���� ∈ ���= ���(�(���� + ����) ≥ �)= �(��� ≥ �)  

 
���)��� همچنین روابط زیر برقرار هستند: ≥ �|�� ∈ ��) =��� ������� ≥ ���� ∈ ���= ���(����� ≥ �)= �(��� ≥ �)  

  ���(��� ≥ �|�� ∈ ��) = 0 
���)���  و ≥ �|�� ∈ ��) =��� ������� ≥ ���� ∈ ���= ���(����� ≥ �)= �(��� ≥ �)  

�)، براي هر 3بنابراین طبق رابطه ( > ، توزیع 0
 مجانبی آماره آزمون عبارت است از:

 lim�→� ���(��� ≥ �) = ���� + ���� �(��� ≥ �)+ ���� �(��� ≥ �)  

)5 (  
هاي مورد  وزن 1/4و  1/2، 1/4که در آن اعداد 

2)، اگر 3ر هستند. براي مطابقت با رابطه (نظ
0c 

دهنده توزیع کاي اسکور با صفر درجه آزادي  نشان
2باشد، آنگاه 

0c  با احتمال یک مقدار صفر را اختیار
  ) عبارت است از:5صورت رابطه ( کند. در این می

lim�→� ���(��� ≥ �) = ����(��� ≥ �)�
���  

(��,��,��)که در آن  = (0.25,0.5,0.25) 
  است.
  

) آزمایشی براي 1994، 1واپول (سیل :2مثال 
 2آمینواکریدین-9ارزیابی میزان سمی بودن ماده 

(اثر متقابل این دو ماده) در  3میکرومات پتاسهمراه با 
                                                             

1. Silvapulle, M.J. 
2. 9-Aminoacridine  
3. Potassium chromate  

لی وي تعدادي ر 4حضور آنتروباکتریاي اشریشیا کُ
نج پموش انجام شده است. براي انجام این آزمایش 

از  40و  0، دو سطح میکرومات پتاسسطح مختلف از 
موش در نظر  192آنتروباکتریا و در هر سطح تعداد 

  اند. شده ارائه 3ها در جدول  گرفته شده است. داده
  

همراه  آمینواکریدین- 9ارزیابی سمی بودن ماده  .3جدول 
  میپتاسکرومات با 

و  آمینواکریدین- 9براي بررسی اثر متقابل دو ماده 
 5مدل اولیه مدل جنبشی مستقل ساده میکرومات پتاس

) 1990یگورش (پاست. دلیل انتخاب چنین مدلی در 
 بحث شده است. نشان داد که مدل

 log�1 − ���� = � + �� + �� + ���         )6(  
 
� که = � و 1,2 = �� با 1,2,3,4,5 = �� = ��� = ��� = براي بررسی اثر متقابل مناسب  0

احتمال وجود پاسخ  ���)، 6باشد. در مدل ( می
,�)براي سلول  θاست. همچنین فرض کنید  (� = (�, ��, ��, ��, ��, ��,���,���,���,���)�، � = (�, ��, ��, ��, ��, �و �(�� = (���,���,���, ���)� 

) برابر با تعداد 6در مدل ( ���ارامترهاي پباشد. تعداد 
 است. 10ارامترهاي طرف راست آن و مساوي با پ

��� ،�و  �همچنین اگر براي هر  = باشد، آنگاه  0
غیر منفی یا حداقل یکی از آنها مثبت باشد،  ���مدل جنبشی مستقل ساده برقرار است. در صورتی که 
انحراف از مدل جنبشی مستقل ساده است. بنابراین 

:∗�� هاي زیر برقرار هستند: فرضیه � = 0�� � ≥ 0      )7(  

                                                             
4. Escherichia coli  
5. Simple independent action model  
6. Positive response  

  KCr(��)    5.7 4.3 2.9 1.4 � � − 9(��) 3 1 3 9 � � 6� 77 19 92 49 40 
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) با 7چارچوب آزمون فرضیه داده شده در رابطه (
�در نظر گرفتن ماتریس  = [0, ماتریس  ��که  [��

4همانی  × 4و صفر ماتریسی   4 × از صفرها  6
:��  باشد، عبارت است از: می �� = 0��: �� ≥ 0 

  
ل ,�)براي سلو ترتیب تعداد  به ���و  ���، (�

هاي مثبت  اسخپآزمایش شده و تعداد هاي  موش
صورت تابع درستنمایی عبارت است   هستند. در این

(�)� از: = ∑ ∑ [�����������������+���� − ���� log�1 − ���� + ���]                   )8(  
  

���که در آن  = ���! ����! ���� − ����!��� 
���  است. آنگاه =2�max�∈�� �(�) − max�∈�� �(�)�= 2�max��� �(�) − max��� �(�)�   )9(  

  
هاي  ) و داده8با توجه به تابع درستنمایی رابطه (

، با کمی محاسبه مقدار آماره آزمون برابر با 3جدول  اینکه توزیع تحت فرضیه صفر  لیدل بهاست.  60.5
آید، براي  دست نمی به یسادگ به) 9آماره آزمون (

ذیرش یا رد فرضیه صفر، مقدار احتمال آماره آزمون پ
� محاسبه شده است: − ����� =���� �(��� ≥ 60.5)+ ���� �(��� ≥ 60.5)       )10(  

کمتر بوده  0.00) از عدد 10مقدار احتمال رابطه (
مورد قبول  ��و بنابراین فرضیه صفر رد و فرضیه 

دست آمده،  است. به عبارت دیگر با توجه به نتایج به
 میکرومات پتاسو  آمینواکریدین-9اثر متقابل دو ماده 

  ذیرش است.پقابل 
  گیري نتیجه

 �−آزمون فرضیه صفر ترکیب خطی بردار پارامتر 
�تریس معلوم بعدي در ارتباط با یک ما × بعدي و  �

ترکیب  طرفه کیداراي رتبه کامل در مقابل فرضیه 
متغیره  �−خطی بردار پارامتر براي یک توزیع 

پیوسته در نظر گرفته شد. فرم کلی آماره آزمون با 
روش نسبت درستنمایی محاسبه و توزیع مجانبی 

دست آمد. مقادیر  آماره آزمون تحت فرضیه صفر به
داري  ه آزمون براي سطوح مختلف معنیبحرانی آمار

سازي مونت  محاسبه و توان آزمون با استفاده از شبیه
�کارلو برآورد شد. دیده شد که براي هر مقدار  > 0  

,��,��)و  … داري،  ، با کاهش سطح معنی(��,
مقدار بحرانی آزمون افزایش ولی توان آماره آزمون 

 مسئلههاي عددي  کاهش یافت. همچنین با مثال
آزمون فرضیه ارائه شده در مقاله مورد بررسی قرار 

  گرفت.
مجله محترم  ریسردبنویسنده از  تقدیر و تشکر:

 خاطر بهعلوم آماري و داوران محترم گستره 
پیشنهادات ارزشمند ایشان که موجب تغییرات 
اساسی در راستاي هر چه بهتر شدن مقاله شد، نهایت 

  تشکر را دارد.
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  نابعم
). 1390( پرداز، ر. و راسخی، ع.ا. بازیاري، ا.، چینی

ها در مقابل فرض  آزمون فرض تساوي میانگین
مجله مرتب شده در توزیع نرمال چند متغیره، 

  .1، شماره 1، دوره سازي پیشرفته ریاضی مدل

منظرهایی از آزمون فرضیه  ).1394( بازیاري، ا.
رمال یک هاي ن هاي مرتب شده در توزیع میانگین
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