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  چکیده
جدید علم هاي  اي از تحلیل هارمونیک و از پدیده ها شاخه موجک ۀنظری

ریاضیات و آمار و سایر علوم دارد. زیادي در هاي  ریاضی است که کاربرد
این نظریه علی رغم عمر کوتاه خود، به سرعت رشد کرد و تقریباً در هر 

تحلیل فوریه حضور داشته، به رقابت با آن برخاسته است.   اي که زمینه
تابع چگالی احتمال و مشتقات  در این مقاله یک برآورد ناپارامتري براي

شده تحت  متغیرهاي تصادفی سانسورآن براساس روش موجک براي 
هاي آن در  و به بررسی ویژگی دهیم میوابستگی منفی تعمیم یافته ارائه 

دهیم برآوردگر معرفی شده داراي  می پردازیم. نشان می فضاي بسوف
,1همگرایی برآوردگرهاي موجک، تحت زیان  ۀنرخ بهین ³PLP.است  

  
  کلیدي واژگان

 چندریزگی، برآوردگر موجک، فضاي بسوف، مشاهدات سانسورآنالیز 
  شده، وابستگی منفی تعمیم یافته.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Abstract  
Wavelet Analysis is a branch of Harmonic Analysis 
and a new phenomenon of Mathematics science 
which offers wide range of application in Mathemat-
ics, Statistics and other fields. Wavelets analysis is 
finding a rapidly growing number of applications 
despite its young age and often replacing the conven-
tional Fourier transform. Basically in this paper, the 
problem of estimating a density and its derivatives for 
a sample of censored random variables is considered. 
The purpose of this paper is to present an approach to 
this problem based on wavelets methods for extended 
negatively dependent observations. Besides, we ex-
plore its performances under the 1, ³pLP  risk in 
Besov ball. 
 
Key words 
Multiresolution Analysis, Wavelet estimator, Besov 
Space, Censored data, Extended Negatively Depend-
ent.  
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 مقدمه
تحقیقات آماري ها ابزاري جدید و قدرتمند در  موجک

 ةهستند. صرف اینکه بیش از دو دهه از ورود آنها به حوز
گذرد، نتایج علمی بیشماري پیرامون نقش آنها  علم آمار نمی

متفاوت علم آمار به رشته تحریر در آمده است. هاي  در شاخه
2)( اي متعامد یکه براي فضاي ها پایه موجک RL تشکیل 
هاي دیگر توانایی این پایه  خاصیت و ویژگیدهند. این  می

هاي  متعامد، مانند پایههاي  متعامد را در مقابل دیگر پایه
) یک 1990( 1فوریه برجسته ساخته است. همانند میر

 کنیم: می صورت زیر تعریفه را ب 2موجک مادر
تابع  یک عدد طبیعی باشد. mفرض کنید :1تعریف 

)(xy را یک موجک مادر از مرتبهm گوییم، هرگاه  
، 0³mو اگر RL¥Îy)(، m=0اگر )الف

 ¥RL)(آن متعلق به mهاي تا مرتبه و مشتق yتابع 
  باشند.
وقتی  آن، mهاي تا مرتبه و مشتق xy)(تابع  )ب

x رود سریعا نزولی باشند. می نهایت به سمت بی 
mkبراي  )ج   ، داشته باشیم:££0
0)( =ò

¥

¥-
dxxxky  

متعامد هاي  براي ساختن پایه یک روش عمومی
است.  3ریزگییا آنالیز چند L¥موجکی، تقریب فضاي 

) 1989( 4توان به مالات می جهت آشنایی بیشتر با این روش
) مراجعه کرد. همانند مالات و 1992و 1988( 5و دوبیشی

توان به صورت زیر  می دوبیشی یک آنالیز چندریزگی را
 تعریف کرد:

} فرض کنیم }zkspanV kjj Î= :,j. دانیم  می
}که  }zkkj Î,,j يیکه برا متعامد هیک پای jV  است
 .وار ثابت هستند شامل تمام توابعی است که قطعه jVکه 

هایی است  بازه در فواصلی که طول آنها دقیقاً دو برابر طول
}است. دنباله  jV-1که در  }

zjjV
Î

 در شرایط زیر صدق 
   :کند می

zjبراي هر  )الف Î  ،1+Ì jj VV.  

                                                             
1. Meyer 
2. Mother Wavelet 
3. Multiresolution Analysis 
4. Mallat 
5. Daubechies 

} )ب } ( )RLVV
zj zj

jj
2,0 ==

Î Î
I U.  

zjبراي هر  )ج Î ،( ) jVxf Î  اگر و فقط اگر
( ) 12 +Î jVxf.  

zkبراي هر  )د Î ،( ) 0Vxf Î  اگر و فقط اگر
( ) 0Vhxf Î-.  

)تابعی مانند  )ه ) 0Vx Îj که  يوجود دارد به طور
) خانواده ){ }zkkx Î- :j يیکه برا متعامد هیک پای

0V  .است  
) يبرا گیریزیک تحلیل چند )RL2  یک دنباله

{ }
zjjV

Î
)خطی  هبست ياز زیر فضا  )RL2  است که در

MRAبا  يطور اختصاره کند و ب می صدق فوقشرایط 
یک تابع مقیاس براي jتابع . شود می نشان داده
{ }

zjjV
Î

} شود. همچنین می نامیده  }
zjjV

Î
را یک  

نامند.  می jتابع  به وسیلۀساز تولید شده  تحلیل چند ریزه
)موجک پدر و jتابع  ) ( )kxx j

j

kj -= 22 2
, jj  را تحلیل

توان نتیجه  می فوقنامند. همچنین از شرایط  می یریزگچند
}گرفت که  }zkkj Î;,j  تشکیل یک پایه متعامد براي

jV دهند.  می  
اخیراً موضوع تحلیل موجکی مورد توجه زیاد 

دانان و مهندسان قرار گرفته است. برخی به آن به  ریاضی
اي  نگرند و عده می توابعاي جدید براي نمایش  عنوان پایه

را به عنوان تکنیکی براي تحلیل زمان بسامدي به  آن
آورند و گروهی نیز آنرا به عنوان شاخۀ جدید  می حساب

ها بنا به خواص متعددشان در  دانند. موجک می ریاضیات
اند. اولین بار  تحقیقات آماري مورد توجه ویژه قرار گرفته

) در تحقیقات 1995و1996( 7وجانستون 6ها را داناهو موجک
ها و مقالات  کار بردند. در چند سال اخیر کتابه آماري ب

مختلف هاي  ها در شاخه کاربرد موجک ۀمتعددي که در زمین
دهد.  می اهمیت موضوع را نشان است آمار به چاپ رسیده
روش موجک در آمار، هاي  اولین کاربرد جالب است بدانیم

الی احتمال بوده است که هایی در برآورد تابع چگ تلاش
) را 1990( 9و لوئن  8توان مقالات دوخان  می براي نمونه

                                                             
6. Donoho 
7. Jonstone 
8. Doukhan 
9. Loen 
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نام برد. براي مطالعه دلایل برتري برآوردگر موجکی بر 
هاي معمول دیگر درمسئله برآورد تابع چگالی احتمال،  روش

)، 1995( 3)، تریبلی1992(2 و پیکارد 1مقالات کرکیاچاریان
مراجعه کنید.  )1983( 5) و پراکسا رائو1996( 4لیبلانس

) 1996)، دوناهووجانستون (1991( 7و کارمونا 6آنتونیادیس
و  ندبرآورد موجکی خطی براي تابع چگالی احتمال ارائه داد

مطالعه  9و سوبلوف 8بسوف خواص آن را در دو فضاي
وردگی موجکی آ) یک بر2012کردند. حسینیون و دیگران (

و به  حتمال در حالت آمیختگی ارائه کردندالی ابراي تابع چگ
توان به  می علاوهه هاي آن پرداختند. ب بررسی ویژگی

وشسنو و حسینیون  )2012( و دوستی 10هاي شسنو تلاش
  د.کر) نیز اشاره 2013(

در این مقاله یک برآورد موجکی براي مشتقات تابع 
مشاهدات در حالتی که ارائه خواهیم داد. چگالی احتمال 
 11اند و داراي وابستگی منفی تعمیم یافته سانسور شده

هستند ارائه خواهیم داد. این حالت وابستگی که تعمیم از 
) ارائه شده 2009( 12وابستگی منفی است، اولین بار لیو

 است.
یک دنباله از متغیرهاي تصادفی  :2 تعریف

nKXk ,...,1,  13تعمیم یافته بالایی  را وابسته منفی =
  داشته باشیم: M<0نامیم، هرگاه به ازاي  می

Õ ==
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n

i
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)Pr()(Pr(I  

نامیم،  می 14تعمیم یافته پایینی منفی ۀرا وابسترا  و آن
  داشته باشیم: M<0هرگاه به ازاي 
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i
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تصادفی معرفی شده شامل بنابراین دنباله متغیرهاي 

علاوه ه ند. بهست کلاس بزرگی از متغیرهاي تصادفی وابسته
                                                             
1. Kerkyacharian   
2. Picard 
3. Tribouley 
4. Leblance 
5. Prakasa Rao 
6. Antoniadis 
7. Carmone 
8. Besov space 
9. Sobolev space 
10. Chesneau 
11. Extended negatively dependent  
12. Liu 
13. Lower extended negatively dependent 
14. Lower extended negatively dependent 

-گامبل-متغیره فارلیnمتغیرهاي تصادفی که داراي تابع 
  شود: می صورت زیر تعریفه که ب 15مورگنسترن

))()(1())((),...,(
1

11 jj
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n

k kKn xFxFaxFxxF å
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د که در آن نداراي خاصیت وابستگی ذکر شده هست

nkFF KK ,..1,1  ijaاي و  توابع حاشیه =-=
 متغیره باشد.n تابع چگالیFشود که  می طوري انتخاب
 16توان به کوتز می بیشتر در مورد این تابع ۀبراي مطالع

 ) مراجعه کرد. لازم به ذکر است که این تابع داراي2000(
پذیري بالا و توانمندي ممتاز در مشخص کردن  انعطاف
ها است و به همین جهت در مبحث اقتصاد جهت  وابستگی

 ها استفاده گذاري بندي وابستگی مقادیر بازده سرمایه مدل
و  18) و کوزیت2007( 17شود. براي مثال تانگ و ورنیک می

  ) را ببینید. 2008( همکاران
رح زیر است: ابتدا ضمن به ش ياین مقاله داراي ساختار

مشاهدات سانسور شده برآوردگر موجکی  یک مقدمه از ۀارائ
و کنیم  میرا معرفی  تابع چگالی احتمال و مشتقات آن

ضمن توجه به شرایط وابستگی مشاهدات، به بررسی 
هاي برآوردگر موجکی خواهیم پرداخت. نرخ  ویژگی
,1گرایی برآوردگر تحت زیان  هم ³PLP  بررسی و

  شود. می سپس با نرخ بهینه برآوردگرهاي موجکی مقایسه
  

 برآوردگر موجک ساختار
}کنید  فرض }1³nXn اي از متغیرهاي تصادفی  دنباله ,

},,{روي فضاي احتمال  PFW  وiXو  ها کراندار
 f و داراي تابع چگالی مشترك اشدفشرده ب گاه تکیه

حال براي  کراندار است. گاه تکیهداراي نیز  fباشند که 
ni   ، مدل تصادفی زیر را در نظر بگیرید:=1,...,

iii XUY =  
داراي توزیع یکنواخت iUکه درآن متغیرهاي تصادفی 

} و مستقل از ]1,0[در بازه  }1³nXn هستند. هدف  ,
,0برآورد مشتق مرتبه  ³mm  تابع چگالی احتمال به

بیشتر این  ۀاست. براي مطالع iYکمک متغیرهاي تصادفی 

                                                             
15. Farlie- Gumbel- Morgenestern 
16. Cossette, H. 
17. Tang and Vernic 
18. Cossette 
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زاده  عباس توان به می ساختار مشاهدات سانسور شده
تعریف  مطابقرا ( fبسط تابع د. حال کر) مراجعه 2013(

  گیریم:  می صورت زیر در نظره موجک دوبیشی) ب
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2)(متعامد در فضاي  ۀتشکیل پای و RLو دهند  می را
  صورت زیر هستند:ه بنیز ضرایب موجکی 
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 فرض ،بررسی کرده است )2003( رائوی که روشهمانند 

تحلیل چند  به وسیلۀتابع مقیاس تولید شده  yکنیم  می
ی ریزه م و 1گ  یعنی است، r درجه از  2منظ

NrC r ÎÎ + ,1y تابع مقیاس  علاوه برآن وy  داراي
]فشرده در  گاه تکیه ]dd  fعلاوه اگر تابعه باست.  -,
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1. Multiresolution Analysis 
2. Regular 

بسیاري از محققین مسائل مورد علاقه خود را در این  
کنند. مزیت آن این است که در حل بسیاري  می فضا مطرح

در این فضا  مسایل ریاضی نیاز به هموارسازي داریم که از
براي مطالعه بیشتر در مورد شود.  می به سادگی محقق

در مبحث برآورد تابع چگالی به وف فضاي بس کاربردهاي
به دنبال معرفی  در ادامه .مراجعه کنید )1995( تریبلی

} برآوردگر مورد نظر، فرض کنید }m0,...,وÎJ  و
]1,0[2

)( Lf ÎJ) داریم:1.2. بنابراین مشابه رابطه (   
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توان تابع چگالی  می اند، به راحتی تعریف شدهiXمستقل از 
  صورت زیر نوشت:ه را ب 1Y  احتمال
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توان ضرایب  می حال با استفاده از انتگرال جزء به جزء
  صورت زیر بازنویسی کرد:ه را ب 5 موجکی روابط
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مشابه آنچه انجام شد براي ضریب موجکی دوم نیز 
  صادق است، یعنی:
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توانیم برآوردگر نااریب ضریب موجکی را  می در نهایت
  صورت زیر تعریف کنیم:ه ب
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د. بالاخره برآوردگر موجکی تابع کرمراجعه  )2003به رائو (
f شود: می صورت زیر تعریفه ب  
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 گرایی برآوردگر نرخ هم
برآوردگر معرفی شده در این بخش به بررسی خواص 

 شود که براي می خواهیم پرداخت. در این بخش فرض
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را براي  1واقع نامساوي رزنتالاین لم که در اثبات: 

دهد، درتانگ و  مشاهدات وابسته منفی تعمیم یافته نشان می
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  را ملاحظه کنید.  )1998هاردل(اثبات: 

وجود دارد  Cثابتی مانند  )7) و(5( تحت روابط :3 لم
  کهاي  گونهه ب
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ه راحتی به ، بدیهی است که ب1³Pاز طرفی براي 
  خواهیم داشت: 10و رابطه 2کمک نامساوي هولدر 

                                                             
1 Rosenthal’s inequality 
2 Holder inequality 
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مشابه زیر براي جمله دوم  مشابه استدلال فوق کران

  حاصل خواهدشد: 11عبارت 
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و این  1³P، براي 1 و لم 12 و 11با استفاده از روابط 

   کند، می در شرایط این لم صدقihواقعیت که 
  توان نوشت: می
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 و اثبات کامل است. 
توان قضیه اصلی این مقاله را  می به کمک این سه لم

  بیان و بررسی کرد:
  

sفرض کنید : 1قضیه 
qrBf ,Î که در آن

1,,1 ³> qrs. 5 و 4 علاوه فرض کنید روابطه ب 
اگر ، 1³P آنگاه براي برقرار باشند.
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جایگزین  3با استفاده از لم  16که درآن خط آخر رابطه  

s شده است. از طرفی اگر
qrBf ,Î  اگر
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1. Triebel 
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  37 ...برآوردگر موجکی تابع چگالی احتمال و مشتقات آن براي متغیرهاي تصادفی سانسورشده تحتنرگس حسینیون: 

 

همان  1دست آمده در قضیه ه گرایی ب نرخ هم :1تبصره 
معادل حالتی است که براي متغیرهاي  نرخ برآوردگر موجک
علاوه این نرخ ه دست آمده است. به تصادفی مستقل ب

معادل نرخ بهینه برآوردگرهاي موجک حاصل شد که 
انعطاف پذیري و توانایی بالاي برآوردگرهاي موجکی تحت 

زمان هر دو این  شرایط وابستگی و سانسورشده و حتی هم
اي بررسی بیشتر در مورد سازد. بر می دو محدودیت را آشکار

) 1988برآوردگرهاي موجک به هاردل و دیگران ( ۀنرخ بهین
 مراجعه نمایید. 

و مشتق آن  xh)(کمک دو تابع ه توان ب می :2تبصره 
 صورت زیره ب 6 نیز یک برآوردگر موجکی طبق رابطه

  تعریف کرد:
  
))(ˆ()(ˆ(~ )1()()( xhxxhmf mmm ++=  
  

این برآوردگر داراي این عیب است که به دلیل برآورد 
ˆ)()ˆ)(دو تابع  )1()( xhوxh mm داراي خطاي بیشتري  +

خواهد بود.  )4( نسبت به برآوردگر ارائه شده در رابطه

زاده و  عباس فوق درهاي  برآوردگر مورد در اطلاعات بیشتر
  ) قابل دسترسی است.2013همکاران (

  
  گیري نتیجه

مقاله با فرض اینکه مشاهدات داراي ساختار در این 
وابستگی منفی تعمیم یافته و سانسور شده هستند، یک 
برآوردگر موجکی براي مشتقات تابع چگالی احتمال تحت 

ها بنا به خواص متعددشان در  فضاي بسوف ارائه شد. موجک
  اند.  تحقیقات آماري مورد توجه ویژه قرار گرفته

 ۀها و مقالات متعددي که در زمین در چند سال اخیر کتاب
 مختلف آمار به چاپ رسیدههاي  ها در شاخه کاربرد موجک

علاوه اولین ه دهد. ب می ، اهمیت موضوع را نشاناست
هایی در برآورد تابع  روش موجک در آمار، تلاشهاي  کاربرد

چگالی احتمال بوده است . در این مقاله ضمن معرفی 
برآوردگر تحت زیان  برآوردگر موجک، بهینگی این

1, ³pLP گرایی زیان برآوردگر  بررسی شد. نرخ هم
معادل نرخ بهینه برآوردگرهاي موجک حاصل شد که نشان 
دهنده انعطاف و توانایی بالاي برآوردگرهاي موجکی تحت 

زمان هر دو این  شرایط وابستگی و سانسورشده و حتی هم
 دو محدودیت است. 
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