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  چکیده
که  ندها یکی از جدیدترین دستاوردهاي علم ریاضی هستموجک

ویژه آمار دارند. در این کاربردهاي زیادي در مخابرات و سایر علوم به
ابع چگالی به پارامتري تمعرفی تبدیلات موجک، برآوردگر نامقاله پس از 

–ده و سپس ساختار واریانس مبه دست آاي روش موجک و آستانه
مطالب تئوري  ،شود. در پایانکوواریانس ضرایب موجکی بررسی می

سازي به کمک شبیه ،Rافزار با استفاده از نرم ،در عمل ،آمده دستبه
  شوند. بررسی و دو نوع برآوردگر مقایسه می

  
  واژگان کلیدي

  ب موجکی، تابع مقیاس، آستانه.موجک، ضرای
  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Abstract 
Wavelets are one of the newest achievements of 
mathematical science, which have many applications 
in other sciences especially statistics. In this paper, 
after introducing wavelet transforms, the 
nonparametric estimator of the density function is 
expressed by the nuclear wavelet and threshold 
wavelet method. Then variance-covariance of 
wavelet coefficient is investigated. At the end we 
survey the theoretical outcomes with numerical 
computation by using R software to compare purpose 
estimators. 
 
Keywords 
Wavelet, Wavelet Coefficients, Scale Function, 
Threshold. 

 
 

  
 کوواریانس ضرائب موجکیاي تابع چگالی و ساختار آستانه –ناپارامتري موجکی  برآوردگر

  
  3ست، علیرضا مهردو2، نرگس عباسی1*محمود افشاري

  . دانشیار، گروه آمار، دانشگاه خلیج فارس بوشهر1
  ار، گروه آمار، دانشگاه پیام نور. دانشی2

  شد، گروه آمار، دانشگاه پیام نور. کارشناس ار3
  

  14/03/1397 تاریخ پذیرش:      18/11/1396 تاریخ دریافت:
 

Wavelet  - Threshold Nonparametric Density Estimator and Covariance 
Structure of Wavelet Coefficients 

 
M. Afshari1, N. Abbasi2, A. Mehrdoost3 

1. Associate Professor, Department of Statistics, Persian Gulf University, Bushehr 
2. Associate Professor, Department of Statistics, Payam Noor University 

3. M.Sc., Department of Statistics, Payam Noor University 
 

Received:2018/02/07      Accepted: 2018/06/04 
 

 
   

mailto:afshar@pgu.ac.ir


  1396دوفصلنامه گسترة علوم آماري، سال دوم، شماره دوم، بهار و تابستان  58

 

 

  مقدمه
ها یکی از دستاوردهاي علم ریاضیات است که مبتنی موجک

ساز هست. در آنالیز بر چندین دهه پژوهش در آنالیز هم
ها سروکار داریم ولی عموجک همانند آنالیز فوریه با بسط تاب

. موجک تابع گیردیها انجام ماین بسط برحسب موجک
مشخص مفروضی با میانگین صفر است و بسط برحسب 

. برخلاف گیردیاین تابع انجام م يهاانتقال و اتساع
صورت ها در فضا بهمثلثاتی، موجک هايياچندجمله

 تريیکارتباط نزد ترتیب ینا و به شوندیموضعی بررسی م
و پایداري  شودیم یرپذامکانآنها  بین بعضی توابع و ضرایب

 .گرددیعددي بیشتري در بازسازي و محاسبات فراهم م
را به اجزا  هایگنالها توابع ریاضی هستند که سموجک

و سپس هر جزء را با تحلیل  شکنندیفرکانسی مختلفی م
ها آن . مزیتدهندیقرار م یبررس مقیاسی مربوطه مورد

 هایگنالقدیمی فوریه در تجزیه س يهاروش نسبت به
  است.  یزتو توابع نوك هایوستهناپ یلهوسبه

توجه زیاد  اخیراً موضوع تحلیل موجکی مورد
گرفته است. برخی به آن  و مهندسان قرار دانانیاضیر
 ياوعده نگرندیجدید براي نمایش توابع م ايیهعنوان پابه

حساب راي تحلیل زمان بسامدي بهعنوان فن ببهآنها 
عنوان شاخه جدید ریاضیات بهآنها  و گروهی نیز آورندیم
موجکی در حال رقابت با  هايیل. در حال حاضر تبددانندیم
  فوریه هست. هايیلتبد

که توابع  شودیآنجا ناشی م فوریه از هايیلضعف تبد
ي براي فضا ايیهپا ینکها وجود باسینوسی و کسینوسی، 

[ ]p2,02L  هستند به(R)2L  ،بنابراین براي تعلق ندارند
بود که  ايیهبرطرف کردن این نقیصه باید به دنبال پا

(R)2L کار تنها  ینکه ا دهیمیرا تولید کند و ترجیح م
 توسط یک تابع انجام شود.

ها ذهن پژوهشگران را به بود که مدت يااین مسئله
از توابع بودند  يابه دنبال خانوادهآنها  ود.خود مشغول کرده ب

که داراي محمل فشرده بوده و بر یکدیگر عمود باشند. توأم 
کار  ین. ارسیدیبودن این دو خاصیت بدیهی به نظر نم

  انجام شد. )1985(  1بالاخره توسط اینگرید دابیچز
 2ها به پیروي از گراسمان و مورلتموجک يگذارنام

ده است. محققان برجسته دیگري همانند ش انجام )1982(
                                                             
1. Ingrid Daubchies 
2. Grasman and Morlet 

، به تحقیقات گسترده در رابطه با موجک )1989(  3مالات
 پرداختند.

btaبراي یک بازة : 1تعریف  ، فضاي ££
]),([L 2 ba پذیر روي مجموعۀ همۀ توابع مربعی انتگرال
bta   : گرید عبارتبهاست.  ££
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 در بسامد  تبدیل فوریه تابع  که در آن 
  است.

 5را متعلق به فضاي هولدر تابع  :3تعریف 
  شرایط زیر برقرار باشد: هرگاهگوییم  
  باشد. ریپذمشتقبار  n، نگاه آ s=nاگر  )الف
   آنگاهاگر  )ب
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3. Mallat 
4. Soboluf space 
5. Holder space 
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شود و سپس با یمابتدا آنالیز موجکی بیان در این مقاله 
تابع چگالی به روش  يبرآوردگر نا پارامتر معرفی آستانه،

ساختار و سپس  آورده را به دست ياآستانهو موجک 
در . شودیمیب موجکی بررسی ضرایانس کووار –واریانس 

سازي در دو مثال جداگانه یهشبپایان با استفاده از 
 شود. یممقایسه  آمدهدستبهي برآوردگرها

  
  آنالیز موجکی
 )1910(در سال  1ها ابتدا توسط آلفرد هارنظریه موجک

او براي  مطرح شد. اساس کار هار به این صورت بود که
] در فاصله f تقریب یک تابع پیوسته از یک تابع  1,0[

)اي واحد مانند پله )x0j هشروع کرد و با انتقال هر زوج پل 
  زیر نوشت: صورتبهه از توابع را مجاور 

  
0 0 1 1( ) ( ) ( )

( )
n

n n

f x  =  <  f  ,   >  x +   <  f  ,   >  x +
 …….+ <  f  ,   >  x

j j j j
j j

  
)که طوريبه ) ( )ò>=< dxxfxf ii jj ، در این ,

طور تا به nfدر این صورت  n®¥اگر  صورت
  همگرا هستند.  f یکنواخت به
انعطاف با محتواي غنی ریاضی  ها ابزاري قابلموجک

تحلیل یک تابع نوسانی از زمان و  و هستند که در تجزیه
موجک اصلی (تابع  ،روند. در تجزیه موجکیکار میه مکان ب

اي از توابع پایه که موجک نامیده روي دسته یا سیگنال)
ضرب موج اصلی تصویر شده و با استفاده از حاصل ،شوندمی

تابعی  ،د. موجکشوتجزیه موجکی انجام می ،و تابع موجک
ن آ با میانگین صفر است که بسط بر اساس انتقال و اتساع

و موجک   شود. اساس موجک از موجک پدرانجام می
ها و شده که به ترتیب روند کلی داده تشکیل  مادر

  شوند:صورت زیر تعریف میدهند و بهانحرافات را نشان می
 

 

                                                             
1. Alfreed Haar  
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هاي انتقال  و  براي
   شوندصورت زیر تعریف میبه ،و  مقیاسی
  

  

  (2) 
  

که   و  و و   توابع
توانند در برآورد توابع استفاده شوند وار ثابت هستند میقطعه

ام گوییم.  هاي نسلرا موجک   ثابت  و براي هر
در  ،،  اگر براي هر
 اي از فضاهاي تودرتو به صورتها دنباله این صورت

در   نهایت براي تقریب تابع خواهند بود. در  
 .دشونظر، لم زیر ارائه می مقیاس مورد
یک آنالیز تجزیه  ،یک تابع  :4 یفتعر
هرگاه یک دنباله از زیر  ؛کندتولید می )MRA( 2چندگانه

در شرایط زیر صدق  کهيطورفضاهاي تودرتو تولید کند به
  کند:

  
1(  
2 ( 
3 ( 
4 ( 
5 ( 
6 ( 
  

 در این اصول یک دنباله از فضاهاي تقریب 
 کند که بستار اجتماع آنها با فضاي را توصیف می

تصویر تابعی مانند  نیبرابر است (اصل سوم)، همچن

                                                             
2. Multiresolution approximation 
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است  f تقریبی از تابع ، به درون فضاي  
همگراست. با توجه  fبه  آنگاه   که یمکه هنگا

هاي اي دارد که از انتقالپایه  به اصل پنجم فضاي
به دلیل نیازي که  یتنها آید. دربه دست می صحیح تابع 

تقل و یا برعکس من به  دارد تا از فضاي  fتابع 
  شود، فضاها باید با یکدیگر در ارتباط باشند.

اند. آنگاه به ازاي شده داده حال فرض کنید فضاهاي 
، است که در تعامد با  یک زیرفضایی  هر تابع 

  وجود دارد به طوري که:
  

 
  

  نوشت:توان می ،با توجه به خاصیت تودرتو بودن
  

 
  
، پس که  آنجا از
پیدا کرد که  توان یک مجموعه از توابعی مانند می

اي پایه و مجموعه توابع  ولی  
  تشکیل دهد. براي 

را  نامیم و فضاي این رده از توابع را موجک می
  کنیم:اي تعریف میصورت زیر برحسب توابع پایهبه

  
 

  
هر  توانیپس م طور که همان

اي صورت ترکیب خطی از توابع پایهرا به 
  نوشت یا به عبارت دیگر: 

  

 
  

  یا در حالت کلی: 
  

 
 

) نمایشی از بهترین مقیاس 2) و (1با توجه به روابط (
  :صورت زیر استبه  ابعت

 

 
                                                                 (3) 

  
، اولین ها که براي بردار دادهاکنون با توجه به این

 ،  است و با قرار دادن  مقیاس درشت
 تا  از   مربوط به  صفر و  مربوط به

  رابطه زیر که تجزیه موجکی تابع ،)3خواهد بود، رابطه (
  .دهدمی شود را نتیجهنامیده می

 

                                                                 (4) 
  

 و در بسیاري از تجزیه تبدیل موجک گسسته
سازي تصاویر هاي سیگنال و پردازش و متراکمتحلیل

د. نمایش ریاضی این تبدیل را با فرض اینکه شواستفاده می
ها باشد که در ، بردار داده

  .هاستگر مقیاس دادهعدد صحیح مثبت و نشان  آن
  
  تابع چگالی ياآورد موجکی و آستانهبر

اهمیت  است. یابیاز مباحث مهم در آمار نظریه برآورد یکی
است که کاربردهاي فراوانی در  به آن دلیلبرآورد چگالی 

آماري و ثبت تصاویر و غیره دارد.  يهاتحلیل و تبدیل داده
مختلفی براي برآورد چگالی وجود دارد که به دو  يهاروش

  .شودتقسیم می يپارامترناپارامتري و گروه اصلی 
بر اساس   روش برآورد پارامتري توزیع آماره در

ست و یا در صورت امعلوم  نمونه تصادفی 
 ۀصورت تقریبی بنا به قضیبه توزیع  مجهول بودن،

ت استنباط به ست و در هر دو این حالااحد مرکزي معلوم 
 يولی در برآورد ناپارامتر ؛شودانجام می  ةآمار کمک

به دلیل  ینتصادفی نامعلوم است و همچن ۀچون توزیع نمون
و استفاده  برحسب  بودن آماره  یرخطیغ

 امکان تعیین توزیع  ،از قضیه حد مرکزينکردن 
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برآورد تابع چگالی را به  ،تدااب ،وجود ندارد. در این بخش
کنیم و سپس با تشریح قوانین روش موجکی بیان می

که  گیریماي، شرایطی روي پارامتر آستانه در نظر میآستانه
برآوردگر موجکی نرخ همگرایی بهینه و قابل قبولی داشته 

ها بنا به خواص متعددشان در تحقیقات آماري باشد. موجک
 1ها را داناهوموجک ،اند. اولین بارتهتوجه ویژه قرارگرف مورد

 در تحقیقات آماري بکار بردند. در )1992( 2و جانستون
ها در کاربرد موجک بارهتحقیقات زیادي در ،هاي اخیرسال

مشتق تابع چگالی،  برآورد توابع آماري ازجمله توابع چگالی،
 3توان به آنتونیادیسشده است که می توابع رگرسیون انجام

 ) و1999( 5) ویداکویک1996( 4همکاران و هواناود )4199(
)، 2008( و )2006( ) دوستی و همکاران2000( 6هریک
) 2017، 2016، 2014، 2013( يو افشار) 2011( نیسون
  د.کراشاره 

کلاسی از توابع باشد که در   فرض کنید 
  شرایط زیر صدق کند:

  الف) 
  ب)  

  پیوسته یکنواخت است. در بازه  د) 
یکنوا  و  در فاصله  ه) 

  است.
  .است که در آن 

متعلق به فضاي سوبولوف  فرض بر این است که تابع 
و اکنون باشد دار تق کرانمش و در این کلاس داراي باشد 

  ست.ا هدف برآورد موجکی تابع 
دوگانه نامتناهی  يهامجموع در تبدیل موجکی تابع 

) ) و دیگري روي مکان (داریم که یکی روي وضوح (
صورت زیر به . تبدیل موجکی شودیبسته م

  ست:ا
  

)6 (             

                                                             
1 Donoho 
2 Jonston 
3 Antoniadis 
4 Donoho.et all 
5 Vidakovic 
6 Herrick 

 را به ترتیب توابع موجکی پدر و مادر مرتبه  و  
دار داراي محمل فشرده هستند و که کران کنیمیمعرفی م

  :ندهستداراي خواص زیر 
  

)7         (                               
  

 
)8    (  

  
از کلاس توابع  کامتعامدی يهاهیپا و  

  :شوندیصورت زیر تعریف مبه 
  

 
  

  که در روابط زیر صادق هستند:
  

  
  

باشد، ضرایب موجکی تجربی  فرض کنید 
  به صورت

  

 
  

  ند.هست و  که برآوردگرهاي نااریب  شوندیتعریف م
اکنون با جایگزین کردن ضرایب موجکی تجربی در 

  :دیآیبه دست م برآوردگر موجکی تابع  ،)6رابطه (
  

)9  (           
  

. نامندیبرآوردگر حاصل را برآوردگر موجکی غیرخطی م
 انتویرا م بالابودن برآوردگر  یرخطیدر حقیقت دلیل غ

را میسر   هايیوستگیدوگانه بیان کرد که ناپ يهامجموع
ست ا) 9. برآوردگر موجکی خطی، مؤلفه اول رابطه (سازدیم

  :شودیصورت زیر تعریف مکه به
  

)10      (                                      
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  پارامتر آستانه
گرایی برآورد موجکی وضعیت هم خواهیمیدر این بخش م

) را بررسی کنیم. این 9آمده در رابطه (دستبه یرخطیغ
نامتناهی، فاقد همگرایی  يهابرآوردگر به دلیل مجموع

حل  است. این مسئله با برش مجموع روي وضوح قابل
دوگانه متناهی را خواهیم  يهاکه مجموع صورتینست. بدا

یک مقدار خاص تجاوز  ) ازداشت که ضرایب موجکی (
ي هموارسازو این روش را . این مقدار خاص آستانه کنندیم

  گوییم.
اساس  بحث هموارسازي در بخش برآورد توابع بر

ها، بدین معنا است که برخی از ضرایب را در بسط موجک
هاي مختلفی موجکی برابر صفر قرار دهیم. این کار به روش

روش انقباضی کردن  ،اهیکی از این راه ؛گیردانجام می
داشته  است. براي مثال چندین جمله اول از بسط تابع را نگه

دهیم. این روش یک و بقیه را برابر صفر قرار می
داشتن آن ضرایبی  راه دیگر نگه ؛هموارسازي خطی است

باشد،  بیشتر از مقدار خاصیآنها  است که قدر مطلق اندازه
خواهد بود. به این  که نتیجه یک تابع غیرخطی از ضرایب

گوییم. در ادامه به بررسی این اي کردن میروش آستانه
  پردازیم. روش می

باشد که ضرایب تجربی که  ياگونهعمل برش باید به
 ؛در برآوردگر تابع وجود دارند بر اساس اطلاعات کافی باشند

بنابراین انتخاب آستانه براي این عملکرد بسیار مهم است. 
ها، این است که مهم در روابط موجک ياهیکی از بحث

تصمیم بگیریم چه تعداد از سطوح (ضرایب موجکی تجربی) 
را در برآورد چگالی وارد کنیم. اگر سطوح زیادي براي برآورد 

خیلی ریز تابع نشان  هايیشده باشند، آنگاه برآمدگ انتخاب
زیادي در منحنی  يهانظر هندسی قله و از شودیداده م
و زمانی که تعداد کمی  یستکه مناسب ن شودییدا متوابع پ

اند ممکن است اطلاعات مهمی از از سطوح در دسترس
بنابراین ماکسیمم سطح را تعیین  ؛چگالی به دست نیاید

. بعد از پیدا کردن ماکسیمم سطح، باید تصمیم کنندیم
از ضرایب موجکی را وارد مدل کنیم.  یکبگیریم که کدام
از ضرایب موجکی را  یککدام کهینعیین ایک روش براي ت

واقع براي  وارد مدل کنیم، روش آستانه است. در
. منظور از کنیمیزدایی بهین، از آستانه استفاده ماغتشاش
است که  ياگونهها بهزدایی بهین، حذف اغتشاشاغتشاش

  شود. ناصلی سیگنال حذف  هايیژگیو

  انواع آستانه گذار
ضرایب  توانیدار آستانه مشخص شد، مکه مق ینا از بعد

  صورت زیر تقسیم کرد:به ،دسته موجکی را به دو
ضرایب موجکی که بیشتر از مقدار آستانه هستند،  )الف

  .شوندیم يگذارضرایب مهم نام
ضرایب موجکی که از مقدار آستانه کمتر هستند،  )ب

  .شوندینامیده م یتاهمضرایب کم
است که روي ضرایب  خطییریک روش غ ،آستانه گذار
. انواع متفاوتی از آستانه گذار وجود کندیموجکی عمل م

  :پردازیمیمآنها  به معرفی دو نوع از ینجادارد که در ا
  
  آستانه گذار سخت )الف

است و  شده یفاین آستانه گذار توسط داناهو و جانستون تعر
 است که ضرایب موجکی کم صورت ینعملکرد آن بد

. گذاردیصفر و ضرایب مهم را بدون تغییر مرا  یتاهم
  ست:اصورت زیر فرمول آن به

  

 
  مقدار آستانه است. که در آن 

  
  آستانه گذار نرم )ب

 شده فیاین آستانه گذار نیز توسط داناهو و جانستون تعر
 است که ضرایب کم صورت نیاست و عملکرد آن بد

اندازه مقدار آستانه هرا صفر و ضرایب مهم را ب تیاهم
  :شودیصورت زیر تعریف مو به دهدیکاهش م

  

 
  

  مقدار آستانه است. که در آن 
نوع آستانه گذار و آستانه  ینترساده ،آستانه گذار سخت

  ست.اگذار نرم، تعمیم آستانه گذار سخت 
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  تابع چگالی يابرآوردگر موجکی آستانه
ی تابع چگالی را به روش در این بخش برآوردگر موجک

آستانه به دست آورده و نرخ همگرایی آن را بررسی 
  .کنیمیم

 ياروش آستانه ،براي اولین بار ،)1989مالات (
و برآورد توابع به  هایگنالکردن را در مسائل بررسی س

براي اولین بار  ،)1996برد. داناهو و جانستون ( کار
بع چگالی احتمال شده را در برآورد تا ياموجک آستانه
 معرفی کردند.

باشد، در این صورت  فرض کنید 
با استفاده از روش آستانه  حالت کلی برآورد موجکی 

  صورت زیر است:به
                            

)11 (                                                            
            

 
آستانه است و تابع  پارامتر برش و  که در آن 

  :شودیصورت زیر تعریف مبه 
  

)12(                

  
 کهيطورمقادیر ثابت هستند، به و  

  
  آن گاه اگر 

 
)، برآوردگر 11هست که با جایگزین کردن آن در رابطه (
  .آیدیموجکی با آستانه گذار سخت به دست م

آنگاه برآوردگر موجکی تحت آستانه  اگر 
بنابراین برآورد تجربی موجکی ؛ دیآیگذار نرم به دست م

  :شودیصورت زیر بیان مبهتحت آستانه گذار سخت  

                

                                                                  )13(  
  ست.اتابع مشخصه  که در آن 

به  که يطوربه ؛فرد نیستمنحصربه و  نمایش 
 توانیرا م تابع  مثبت ازاي هر عدد صحیح 

  صورت زیر بیان کرد:به

 
  

  که در آن
  

  
باشد،  و  علاوه اگر به

 شده فیتعر ) با 13در رابطه ( شده فیتعر برآوردگر 
  در رابطه زیر یکسان است.

                

                                                                  )14(  
  

  که در آن

)15(  
  ست.ا

شده تأثیر زیادي در  نوع آستانه انتخاب :1 ملاحظه
بدین ترتیب که یک آستانه  ؛دقت برآوردگر حاصل دارد

بزرگ ممکن است قسمت مهمی از تابع تحت بررسی را 
مقدار کوچک آن باعث ورود  حذف کند و برعکس،
شود. براي جلوگیري از این اغتشاش در برآورد می

صورت مشکلات در محاسبات مقدار آستانه را به
2 log n

n
s گیریم که به آستانه جهانی در نظر می
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مجهول  sمعروف است. توجه داشته باشید که اگر 
  شود.جایگزین می ن یعنی برآورد آ ،باشد

  
  موجکی تجربی یبساختار کوواریانس ضرا

فرض شوند  fهم توزیع با  مشاهدات  که یوقت
  که: شودینشان داده م یآسانبه
  

  
  ینهمچن

  
طور جداگانه در به یبکه حتی ضرا شودیمشاهده م
همبسته  نابود اگر مجانباً صفر خواهند بالابسط انتگرال 

که واریانس  گیریمینتیجه م بالاباشند و از رابطه 
تجربی حتی درون سطوح ثابت نیستند و  یبضرا
  :دهستصورت زیر به

  
 

)16(  
  

تعدادي ترکیبات خطی  پذیریهپایین تجز یبضرا
که این  از متغیرهاي تصادفی مستقل هستند نسبتاً زیادي

د مرکزي و فرض نرمال بودن مورد با استفاده از قضیه ح
 یبحال این ضرا هر ولی به ؛قبول باشد ممکن است قابل

نرمال بودن منطقاً هنوز هم مستقل نیستند و فرض غیر
زیرا این  ؛یستقبول ن بالا قابل پذیریهتجز یبدرباره ضرا

  ترکیبات خطی فقط چند متغیر تصادفی است.
بع مقیاس با استفاده از تعریف موجک مادر هار و توا

واقعی چگالی  یبکه ضرا شودیمشاهده م یآسان به
  ست:اصورت زیر به

  

  

 
  

  :توان نوشتیعلاوه بر این م
               

  
واریانس  بالاو رابطه  )16حال با استفاده از رابطه (

صورت زیر نوشته به تواندیتجربی موجک هار م یبضرا
  شود:

  
                

  
باشد که  ياتعدادي نقاط داده اگر  :2 ملاحظه

توان یم یردقرار بگ در فاصله 
  :نوشت

 
  

و احتمال یک مشاهده تصادفی که در فاصله 
  صورت زیر است:ست بها 

  

  
  

  و بنابراین داریم:

 
  

شده است  ارائه  که توسط حال توزیع شرطی از
که در  ياتعدادي نقاط داده اگر  گیریمیرا در نظر م

  ست، داریم:ا  فاصله
  

  
  

  داریم: )16از رابطه (

 
  

 به تواندیم بروي  در اینجا توزیع شرطی 
  باشد. يااصطلاح یک توزیع دوجمله
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موجک تجربی  یبکردن ضرا ياآستانه :3ملاحظه 
ست اواقعی غیر صفر  یبیک تلاش براي پیدا کردن ضرا

صورت عنوان انجام آزمون فرض بهبه توانیو این را م
  زیر در نظر داشت:

  
 

  
که این آزمون معادل این است که آیا احتمال 

که د کرباید توجه  .ستا در رابطه فوق مساوي  يادوجمله
تر آزمون در این روش، با توجه به اینکه مفهوم اعداد بزرگ

p-ست. مقادیر ابیانگر عدم استقلال  ،یستمستقل ن 

value  به ازاي هر(j,k)  در این مورد شرطی متناسب با
 value-p یکداشتن  . حال با ثابت نگهندهست 

ن مقدار احتمال استفاده ها از ایاستاندارد براي تمام آزمون
  .شودیم

 
  نتایج عددي

در این بخش دو مثال براي برآورد تابع چگالی و ضرایب 
براي  مورداستفادهشود. تمامی کدهاي موجکی ارائه می

 نوشته R افزاررسم نمودارهاي این فصل با استفاده از نرم
سازي از نوع یهشبدر  شده استفادهاست. موجک  شده

  .ستادوبیچز 
را در نظر بگیرید. فرض  معادله 

هدف برآورد  ؛یک تابع چگالی دلخواه باشد کنید 
است. با استفاده از روش موجک و  تابع چگالی 

 موردي تحت آستانه جهانی تابع چگالی اآستانهموجک 
برآورد شده است. در انتها برآوردها به همراه تابع  نظر
بنابراین  ؛است شده دادهروي نمودار نشان  گالی چ
ر برآورد و تابع اصلی را مشاهده توان اختلاف بین همی
  د.کر

  
این مثال هدف برآورد تابع چگالی توزیع  در: 1 مثال

و موجک  نرمال استاندارد با استفاده از روش موجک
  ست. اي اآستانه

در شکل ، تابع چگالی  نمودار )1در شکل (
) 3( و در شکل موجکی تابع برآوردگر ) 2(

 .رسم شده است ي تابع چگالیاآستانهبرآوردگر موجکی 
 ) در نظر گرفته- 4و4هاي بین (xدر این مثال فاصله 

  شده است. 
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  تابع چگالی توزیع نرمال استاندارد .1 شکل
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ستاندارد به روش برآورد چگالی توزیع نرمال ا .2 شکل

  موجکی
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  ي توزیع نرمالاآستانهبرآورد تابع چگالی موجکی  .3 شکل
 

برآورد   فرض کنید :2 مثال
موجکی این تابع به علت شکل خاص آن و تغییر 
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هاي . مشابه با مثالداردرفتارهاي آنی و زیاد، اهمیت 
دار ها در نمویم. ترتیب شکلدار راقبل نمودارهاي زیر 

  ي قبل است.هامثالزیر مشابه با 

  يریگجهینتو  بحث
 کهیها و توابع، وقتها، سیگنالدر تحلیل داده هاوجکم

ها ناتوان است، فرکانسی داده -  تبدیل فوریه از تحلیل زمان

0 1 2 3 4 5

0.
00

0.
10

0.
20

0.
30

x

f(x
)

Wavelet Decomposition Coefficients

Standard transform Daub cmpct on ext. phase N=
Translate

R
es

ol
ut

io
n 

Le
ve

l

9
7

5
3

1

0 128 256 384 512

0 1 2 3 4 5

0.
00

0.
15

0.
30

S

y

Wavelet Decomposition Coefficients

Standard transform Daub cmpct on ext. phase N=
Translate

R
es

ol
ut

io
n 

Le
ve

l

9
7

5
3

1

0 128 256 384 512

0 1 2 3 4 5

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

0.
30

S

yw
r

 f(x)موجکی تابع  برآور گر .4شکل 
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ناپیوستگی توابع و تغییر  و کندبسیار مناسب عمل می
 سازد. را به بهترین شکل ممکن آشکار میآنها  فرکانس

ي تابع اآستانهو موجکی در این مقاله برآوردگر موجکی 
هاي روش موجکی، بنا به خاصیت پایه .شد یبررس چگالی

را بهتر از سایر  یجهش موجکی و مقیاسی، نقاط تیز و

این منظور ارزیابی توانایی به .کندیم ها برآوردروش
عنوان توابع سازي از دو تابع بهشبیه، در بخش برآوردگرها

دهد که نشان میي رسم شده نمودارها .هدف استفاده شد
 موجکیهمواره نسبت به روش  ياروش موجکی آستانه

 . دهدیمتقریب بهتري ارائه 
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