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  چکیده
بیز و بیزي سلسله مراتبی پارامتر اسکالر -Eدر این مقاله برآوردهاي 

هاي سانسور فزآینده نوع دوم توزیع وایبول دو پارامتري بر اساس نمونه
و  آیدیمو تحت توابع زیان درجه دوم، آنتروپی و لاینکس به دست 

قدر سازي مونت کارلو و به کمک معیارهاي سپس با استفاده از شبیه
مطلق اریبی و میانگین مربع خطاي برآوردگرها، این برآوردگرها با هم و 

  شوند.می با برآوردگر بیز مقایسه
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Abstract 
In this paper, the estimation of the scale parameter of 
a two-parameter Weibull distribution based on the 
Progressive Type II censoring samples has been 
considered. The E-Bayesian and Hierarchical 
Bayesian estimators for the scale parameter of the 
Weibull distribution based on the symmetric and 
asymmetric loss functions, such as the squared error 
(SE), general entropy (GE) and Linear exponential 
(LINEX) loss functions, are provided. Then, with the 
use of mean square error and absolute bias and 
through Monte Carlo simulation study, these methods 
are compared with each other and with E-Bayesian 
estimator. 
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  مقدمه
هاي مختلف ي زیادي در حوزهچون توزیع وایبول کاربردها

بینی آب علم مانند تحلیل بقا، مهندسی قابلیت اعتماد، پیش
و (جانسون و همکاران،  )1967(هان و شاپیرو، و هوا دارد 

هاي مختلف ، برآوردهاي پارامترهاي آن به روش)1995
یی نمادرستشود که برآوردهاي ماکسیمم یتوصیه م

پارامترهاي توزیع وایبول توسط (بالاکریشنان و کاتن، 
هاي کامل و سانسور شده و برآورد بیزي ) تحت داده2008

) و (گیور و 1973پارامترهاي آن توسط (کاناوس و تاکاس، 
. توزیع پیشین بیزي ستاده م) به دست آ2012همکاران، 

) معرفی 1972دا توسط (لیندلی و اسمیت، سلسله مراتبی ابت
هاي و روشبررسی  بیشتر) 1987شد و سپس توسط (هان، 

E-هاي بیز و سلسله مراتبی بیزي معرفی شد. اخیرا روش
E- بیز و بیزي سلسله مراتبی براي برآورد پارامتر توزیع

 اي توسطنمایی و براي برآورد پارامتر نسبت توزیع دوجمله
)، برآورد پارامتر و تابع قابلیت اعتماد 2011 و 2009(هان، 

هاي سانسور فزآینده نوع بر اساس نمونه 12توزیع بور نوع 
)، برآورد پارامتر توزیع 2011دوم توسط (جاهین و اکاشا، 

برآورد پارامترهاي  )،2012پاسکال توسط (وانگ و همکاران، 
شده توسط (رید و  هاي سانسورتوزیع گومپرتز مبتنی بر داده

-شد. همچنین برآوردهاي گوسیاستفاده ) 2016همکاران، 
بیزي سلسله مراتبی پارامتر -بیز و گوسی-E-بیزي، گوسی

) و 2016اسکالر توزیع ارلانگ توسط (رید و همکاران، 
) به 2016پارامترهاي توزیع فرچت توسط (رید و همکاران، 

اله برآورد پارامتر اسکالر توزیع وایبول با . در این مقدمدست آ
بیز و -Eهاي فرض معلوم بودن پارامتر شکل آن به روش

بیز سلسله مراتبی با استفاده از طرح سانسور فزآینده نوع 
  د. توزیع وایبول دو پارامتري به صورتیآمیدوم به دست 

  
( ; , ) ,xf x x e x

abaa b ab --= >1 0 
  

a,که به طوري b> >0   شود. در نظر گرفته می ست،ا 0
سانسور کردن یک امر متداول در آزمایشات مربوط به 

. اگر آزمایشگر ستاطول عمر و مطالعات قابلیت اطمینان 
واحد از  R1تصمیم بگیرد با مشاهده اولین شکست، 

 R2، واحدهاي آزمایشی سالم و در زمان دومین شکست
واحد از واحدهاي آزمایشی سالم را به تصادف از آزمایش 

امین m خارج کند و این کار را ادامه دهد تا در زمان
شکست همه واحدهاي باقیمانده یعنی 

...m mR n R R R m-= - - - - -1 2 واحد از آزمایش  1
نسور فزآینده نوع دوم در این صورت طرح سا ،خارج شوند
هاي شکست واحدها دهد. در این حالت زمانرخ می

هاي از قبل تعیین ها ثابتiRمتغیرهاي تصادفی و 
مقدار مرتب شده  mاند. در نتیجه این طرح سانسور، شده

ده نوع هاي ترتیبی سانسور فزآینآید که آمارهبه دست می
شود. براي مطالعه بیشتر در این زمینه دوم نامیده می

) مراجعه کرد. در 1991توان به (بالاکریشنان و کوهن، می
هاي استنباطی با مطالعات زیادي روي روش ،هاي اخیرسال
توان به هاي سانسور فزآینده نوع دوم انجام شده که میداده

ان و آگروالا، )، (بالاکریشن1995(بالاکریشنان و سندهو، 
) اشاره کرد. به این 2005)، (بالاکریشنان و اصغرزاده، 2000
هاي دوم و سوم به ترتیب در بخش ،در این مقاله ،ترتیب

 بیز و برآورد بیزي سلسله مراتبی پارامتر اسکالر-Eبرآورد 
b هاي زیان درجه در توزیع وایبول دو پارامتري تحت تابع
آنتروپی و لاینکس در طرح سانسور فزآینده نوع دوم به  دوم،

سازي مونت با استفاده از شبیه ،. در بخش چهارمدیدست آ
بیز و بیزي سلسله مراتبی با -Eبرآوردگرهاي بیزي،  ،کارلو

شوند. بخش پنجم هم به نتایج مقاله هم مقایسه می
  اختصاص داده شده است.

  
  b بیز پارامتر-Eبرآورد 

 ؛خواهد آمدبه دست  bبیز -Eبرآوردهاي  ،در این بخش
، توزیع گاما با ابر bشود توزیع پیشین بنابراین فرض می

aپارمترهاي  bو  0<   باشد. و به صورت زیر 0<
  

( | , ) ,
( )

a
a bba b e

a
bp b b b- -= >

G
1 0 

  
  باشد.به صورت زیر می bمشتق مرتبه اول آن نسبت 
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طوري در نظر  bو a)، 1997با توجه به (هان، 
)شود تا گرفته می | , )a bp b نسبت به b  کاهشی

bبنابراین باید  ؛باشد >aو  0< £0 باشد. (برگر،  1
شود باعث می b ) نشان داد که بزرگ شدن1985

بنابراین ابر پارامتر  ؛کاهش یابد b کارایی برآوردگر بیز
b باید از بالا کراندار شده و به صورت b c< <0 

 ،bترین توزیع ) نشان داد که مناسب2011باشد. (هان، 
 bبنابر این در این مقاله توزیع  ؛توزیع یکنواخت است

)(.)p1توزیع یکنواخت پیوسته در بازه ( ( , )c0  و
aهمچنین  د که در این شودر نظر گرفته می 1=

)صورت توزیع  | , )a bp b  به صورت زیر تبدیل
  شود.می

  
( | ) , ,bb be bbp b b-= > >0 0 )2( 

  
)، bاگر برآورد بیز پارامتر : 1 تعریف )B bb

Ù

 

EBb که با نماد b بیز پارامتر- Eگاه برآورد آن ،باشد
Ù

 
  گردد.شود به صورت زیر تعریف مینشان داده می

  

( ) ( )
c

EB B b b dbb b p
Ù Ù

= ò 1
0

  

 
  تحت تابع زیان درجه دوم bبیز - Eبرآورد 

ˆدر این بخش با تابع زیان  ˆ( , ) ( )L q q q q= - 2 
ابتدا برآورد بیز و سپس برآورد  ستا q برآورد q̂که
E - بیزb  اگر توزیع وایبول با تابع یدآمیبه دست .

)، توزیع زمان شکست و 1چگالی احتمال (
: : : : : :, ,...,m n m n m m nY Y Y1 یک نمونه سانسور شده  2
:یافته  iy فزآینده نوع دوم از آن و :i m nY باشد، 

تابع  ]15[لا گاه با توجه به بالاکریشنان و آگارواآن
  آید.یی به صورت زیر به دست مینمادرست
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  که در آن

 : : : : : :( , ,..., )m n i m n m m nY Y Y=Y 1  
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  b) توزیع پسین 3) و (2باشد. با توجه به روابط (می
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تحت این تابع  bبنابراین برآورد بیز  ؛آیددست میبه 

ˆزیان که با نماد  ( )BS bb شود عبارت نشان داده می
  است از:
  

ˆ ( ) ( ) ( )
m

BS i i
i

b m b R y ab
-

=

æ ö
= + + +ç ÷

è ø
å
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1
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)*و توزیع  1تعریف  هاکنون با توجه ب | )p b Y1 

)و ) ,b b c
c

p = < <
1 که با  bبیز - E، برآورد 0

ˆنماد 
EBSb عبارت است از: ،شودنشان داده می  
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  تحت تابع زیان آنتروپی  bبیز - Eبرآورد 

  تابع زیان آنتروپی به صورت 
  

ˆ ˆˆ( , ) ln ,
k

L k kq q
q q

q q

æ ö æ ö
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  در این حالت به صورت bکه برآورد بیز  ستا
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ˆو  1بیز آن با توجه به تعریف - Eو برآورد  ( )BG bb  به

  .یدآمیصورت زیر به دست 
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  تحت تابع زیان لاینکس  bبیز - Eبرآورد 

  تابع زیان لاینکس به صورت
ˆ( )ˆ ˆ( , ) ( ) ,hL e h hq qq q q q-= - - - ¹1 0  

به صورت زیر  bاست که در این حالت برآورد بیز 
  .ستا
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  دیبه دست آ به صورت زیر bبیز - Eبرآورد  ،در نتیجه
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  bبرآورد بیزي سلسله مراتبی 

با توابع زیان  bبرآورد بیز سلسله مراتبی  ،در این بخش
  .دآیمیروپی و لاینکس به دست درجه دوم، آنت
و  qیک ابر پارامتر در پارامتر  lاگر :2 تعریف

)، qتابع چگالی پیشین  | )p q l2  و تابع چگالی
)، lپیشین ابر پارامتر  )p l3 گاه تابع باشد، آن
به صورت زیر تعریف  qه مراتبی چگالی پیشین سلسل

  شود. می
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( ) ( | ) ( ) ,dp q p q l p l l l
L

= Î Lò4 2 3  

 
که  b و توزیع 2) و تعریف 2بنابراین با توجه به رابطه (
)یکنواخت پیوسته در بازه  , )c0 توزیع پیشین  ،است

   عبارت است از: b سلسله مراتبی
  

( )
c cc e e
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b bb
p b

b

- -- -
=4 2

1
 

  
به  bدر نتیجه تابع چگالی پسین سلسله مراتبی 

  :شودصورت زیر محاسبه می
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 bاین برآوردهاي بیزي سلسله مراتبی بنابر ؛دستنه

تحت توابع زیان درجه دوم، آنتروپی و لاینکس که به 
  هايترتیب به صورت
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   عبارتند از: ،شوندتعریف می
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   سازيمطالعه شبیه
سازي، برآوردهاي بیزي، استفاده از شبیه با ،در این بخش

E - بیز و بیزي سلسله مراتبیb شوند با هم مقایسه می
که براي این منظور از الگوریتم (بالاکریشنان و سندهو، 

) و با 1)، از توزیع وایبول با تابع چگالی احتمال (1995
aپارامترهاي  = b/و  2 =1 هاي سانسور نمونه 5

  شود.شده فزآینده نوع دوم به صورت زیر تولید می
عدد تصادفی مستقل از توزیع  mابتدا گام اول: 

 W1 ،W2 ،... ،mWیکنواخت استاندارد تولید شده و 
  شود.گذاري مینام

,به ازاي گام دوم:  ,...,i m=1 2 ،iV ها به

صورت 
{ /( )}

m

j
j m i

i R

i iV W = + -

+ å
= 1

1
  شوند.تعریف می 

,به ازاي گام سوم:  ,...,i m=1 2 ،: :i m nU ها
:به صورت  : ...i m n m m m iU V V V- + -= - 1 تعریف  11
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:شوند که در این حالت می : : : : :, ,...,m n m n m m nU U U1 2 
نمونه سانسور شده فزآینده نوع دوم از توزیع یکنواخت 

  .ستااستاندارد 
,به ازاي گام چهارم:  ,...,i m=1 2 ،

: :i m ny ها به صورت: : : :( )i m n i m ny F U-= 1 
F(.)شود که ریف میتع معکوس تابع توزیع متناظر  1-

. در این حالت ستا) 1با تابع چگالی احتمال (
: : : : : :, ,...,m n m n m m ny y y1 هاي ترتیبی آماره 2

سانسور شده فزآینده نوع دوم از توزیع وایبول با تابع 
نه د. اکنون با استفاده از نموستنه) 1چگالی احتمال (

:تولید شده  : : : : :, ,...,m n m n m m ny y y1 و به کمک  2
بیز و بیزي - E) برآوردگرهاي بیزي، 15) تا (6روابط (

سلسله مراتبی و مقدار اریبی برآوردگرها به ازاي 
/b =0 k/و  4 h= =0  شود.محاسبه می 5
سپس  بار تکرار شده و 1000هاي اول تا چهارم گام

میانگین مقادیر برآوردگرها، میانگین مقادیر اریبی و جذر 
)خطاي میانگین مربعات برآوردگرها  )MSE 

ده مآ 3تا  1هاي یج در جدولنتاشود که محاسبه می
  است.

  
)میانگین برآوردها با  .1جدول  )MSE  و {میانگین

آنها تحت تابع زیان درجه دوم براي مقدار اریبی} 
/k h= =0 5 

n  m    طرح                       ˆ
BSb  

10   5 ( , , , , )5 0000         }178/1){587/1(198/5  
10   5 ( , , , , )2 3 0 0 0         }207/8){651/3(21/10  
20   10    ( , ,..., )10 0 0     }514/2){571/1(723/7  
20  10  ( , , , ..., )3 4 3 0 0  }40/13){469/3(40/16  
50   30   ( , ,..., )20 0 0     }828/7){591/1(17/12  

ˆ
HBSb                       ˆ

EBSb   
}967/0){143/1(793/4         }208/0){128/0(791/1  
}899/0){815/0(818/2         }547/0){201/0(452/1  
}251/1){576/1(17/10         }558/0){138/0(441/3  
}649/1){752/0(649/2         }818/0){351/0(818/1  

  
)برآوردها با میانگین  .2 جدول )MSE  و {میانگین مقدار
k/تحت تابع زیان آنتروپی براي آنها  اریبی} h= =0 5  

m  n        طرح                       ˆ
BGb  

10   5    ( , , , , )5 0000         }841/1){706/1(553/6  
10   5    ( , , , , )2 3 0 0 0         }551/1){255/1(504/3  
20   10    ( , ,..., )10 0 0         }153/5){408/2(06/15  

20   10   ( , , , ..., )3 4 3 0 0         }193/4){532/1(193/7  
50   30   ( , ,..., )20 0 0         }47/15){082/4(47/35  
50   40   ( , , , ..., )1 4 5 0 0         }033/2){023/1(033/3  

ˆ
HBGb                         ˆ

EBGb       
}485/1){002/1(199/4 }431/1){113/0(568/1     
}646/0){714/0(468/2          }630/0){177/0(269/1     
}245/1){469/1(486/9 }792/6){129/0(207/3    
}047/2){861/0(047/5          }415/0){199/0(584/2    
 }270/3){881/2(52/22         }742/2){156/0(35/26     

}470/1){701/0(470/2          }693/0){328/0(649/1    
  

)میانگین برآوردها با  .3 جدول )MSE  و {میانگین مقدار
k/تحت تابع زیان لاینکس براي آنها  اریبی} h= =0 5  

  n   m        طرح                          ˆ
BLb  

10   5   ( , , , , )5 0000     }158/3){201/1(753/5  
10    5    ( , , , , )2 3 0 0 0     }435/1){046/1(405/3  
20   10   ( , ,..., )10 0 0     }243/2){522/1(06/12  

20   10    ( , , , ..., )3 4 3 0 0     }581/3){203/1(581/6  
50   30   ( , ,..., )20 0 0     }961/6){310/2(35/26  
50   40   ( , , , ..., )1 4 5 0 0     }015/2){939/0(014/3  

ˆ
EBLb                 ˆ

HBLb      
}378/2){692/0(621/2     }333/1){114/0(666/1 
}641/0){465/0(452/1     }638/0){183/0(361/1  
}340/1){955/0(659/5     }802/1){121/0(197/3  
}483/0){528/0(786/2      }389/0){190/0(610/2  
}871/6){727/1(12/13     }672/3){140/0(322/6  
}385/0){382/0(308/1     }741/0){326/0(741/1  
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دهنده آن است که نشان 3تا  1هاي نتایج جدول
درجه دوم، آنتروپی و لاینکس  تحت هر سه تابع زیان

برآوردگر بیزي سلسله مراتبی پارامتر اسکالر توزیع 
بیزي بهتر و همچنین - Eوایبول از برآوردگرهاي بیزي و 

  . تسابیز از برآوردگر بیزي بهتر - Eبرآوردگر 
  

  گیريبحث و نتیجه

در این مقاله با استفاده از طرح سانسور فزآینده نوع دوم 
بیزي و بیزي سلسله مراتبی پارامتر اسکالر - Eبرآوردهاي 

دوم، آنتروپی و توزیع وایبول تحت توابع زیان درجه 
سازي سپس با استفاده از شبیه ؛دملاینکس به دست آ

مونت کارلو و به کمک معیارهاي اریبی و جذر میانگین 
مربعات خطاي برآوردگرها نشان داده شد که برآورد بیزي 

- Eبیز و بیزي و برآورد - Eبرآوردهاي از  سلسله مراتبی
  .ستابیز نیز از برآورد بیزي بهتر 
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